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 Introduction 
INTRODUCTION 
 
 
 
Le ressort est un composant très fréquemment utilisé dans les objets qui nous entourent. De 
différents types (cylindrique, conique, à lames, spiral, etc.) et pour de multiples rôles 
(suspension, stockage d’énergie mécanique, application d’un effort, d’un couple, assistance au 
mouvement, etc.), il est utilisé dans des objets très simples (stylo, pince à linge, etc.) aussi 
bien que dans des systèmes mécaniques de hautes performances (moteurs, montres, etc.). 
Lorsqu’un concepteur a besoin d’intégrer un ressort dans le système qu’il conçoit, il connaît 
certains critères qui vont lui permettre de choisir le ressort adéquat. Ces critères sont plus ou 
moins nombreux et précis selon l’état d’avancement dans le processus de conception. La 
question qui peut alors se poser est : Comment un concepteur procède-t-il pour « choisir le 
ressort adéquat » ? Idéalement, il serait très intéressant pour un concepteur de pouvoir créer 
un ressort qui réponde parfaitement à son besoin précis. 
Les outils de conception classiques permettent de valider une conception de ressort. Dans le 
meilleur des cas, ils peuvent proposer une conception de ressort tenant compte d’un cahier des 
charges rempli par l’utilisateur. Mais ce cahier des charges est très directif dans la mesure où 
il exige le renseignement de certains paramètres que le concepteur ne connaît pas encore à ce 
niveau ou qu’il ne souhaite pas fixer a priori. 
De nouveaux outils de synthèse ont fait leur apparition récemment dans la conception des 
ressorts. Ils exploitent des méthodes d’optimisation numériques afin de donner à l’utilisateur 
la possibilité d’exprimer très librement son besoin en ressort et de lui proposer un ressort 
respectant à la fois ses propres critères et l’ensemble des contraintes de conception, de 
fabrication et les prescriptions de la norme, et qui optimise en outre l’une de ses 
caractéristiques. Ces outils d’assistance à la conception sont disponibles à l’heure actuelle 
uniquement pour les ressorts de compression cylindriques. Ils le seront bientôt pour les 
ressorts de traction.  
 
La société Schneider Electric Industries (SEI) est particulièrement intéressée par la conception 
optimisée des ressorts, car ceux-ci sont très employés dans les systèmes et appareillages 
qu’elle conçoit et produit (contacteurs, disjoncteurs, etc.). Via un partenariat avec l’Institute 
of Spring Technology (IST) – organisme anglais spécialiste des ressorts et développeur de 
logiciels pour leur conception – et notre laboratoire (le Laboratoire de Génie Mécanique de 
Toulouse), SEI a appuyé l’intégration dans les outils de l’IST de nos dernières innovations en 
matière d’outils de conception optimale des ressorts : le module pour les ressorts de 
compression cylindriques est d’ores et déjà commercialisé, celui pour les ressorts de traction 
est en fin de développement. L’objectif est d’obtenir une gamme complète pour les principaux 
types de ressorts. Il faut donc y ajouter les ressorts de compression coniques et les ressorts de 
torsion. 
Pour développer des outils de synthèse pour ces ressorts (comme pour tout autre composant 
mécanique), il est nécessaire de parfaitement maîtriser la simulation numérique de ceux-ci par 
des modèles précis de leur géométrie, leurs déformations, de leurs lois de comportement, etc. 
Ces modèles doivent également permettre des temps de calcul brefs (de l’ordre de quelques 
secondes au plus) afin de garantir à ces outils tous leurs intérêts de souplesse et d’interactivité. 
Les modèles nécessaires consistent donc idéalement en des formulations analytiques ou 
faiblement numériques. 
Or les modèles disponibles pour décrire les ressorts de compression coniques et les ressorts de 
torsion sont actuellement insuffisants dans cette perspective d’outils de synthèse. Les modèles 
pour ressorts coniques les plus précis sont basés sur un algorithme de découpage des spires 
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dont l’usage dans un outil de synthèse qui ferait appel à lui à chaque boucle d’optimisation, 
s’avèrerait particulièrement pénalisant en temps de calcul. 
Par ailleurs, la modélisation des ressorts de torsion est actuellement incomplète et 
simplificatrice. 
Voilà pourquoi nous proposons de nouveaux modèles pour les ressorts coniques et les ressorts 
de torsion, basés sur des formulations analytiques ou des programmations faiblement 
numériques. Répondant à un réel besoin de SEI, l’objectif final de cette étude est la réalisation 
d’outils de synthèse pour les ressorts coniques et les ressorts de torsion simples et doubles. 
SEI a initié puis financé ces travaux de recherche. 
 
Ce mémoire est organisé en quatre chapitres. 
 
Suite à quelques considérations générales sur les ressorts, le Chapitre I présente les outils de 
conception classiques qui leur sont dédiés, le premier outil de synthèse disponible pour les 
ressorts de compression cylindriques et notre contribution fondamentale dans son élaboration. 
Puis l’état de l’art dans la modélisation des ressorts étudiés permet d’établir les manques 
actuels dans la perspective du développement des outils de synthèse pour les ressorts coniques 
et les ressorts de torsion, qui constituent l’objectif final de notre étude. 
 
Le Chapitre II propose une nouvelle modélisation des ressorts de compression coniques. Sa 
loi de comportement est entièrement décrite analytiquement. Par ailleurs, certaines 
considérations sur l’influence des extrémités dans le comportement de ces ressorts sont 
évoquées. Elles mènent à la proposition de quelques règles de conception utiles pour un usage 
performant de ces ressorts. Pour valider ce nouveau modèle, ses résultats sont comparés à des 
essais expérimentaux. 
 
Trois nouveaux modèles pour les ressorts de torsion simples sont détaillés dans le 
Chapitre III. Selon un niveau de précision croissant en deux dimensions puis trois dimensions, 
les deux premiers modèles déterminent l’angle initial du ressort et conduisent à une 
caractéristique angle-couple linéaire de celui-ci. Le dernier modèle permet de déterminer son 
éventuelle caractéristique non-linéaire, en considérant les évolutions de la déformation et de la 
position du ressort sur ses appuis en cours de chargement. Une série d’essais sur des ressorts 
de torsion simples est menée. Ceux-ci sont analysés et mis en perspective avec les résultats 
des modèles proposés. 
 
Selon le type d’appuis considéré, deux modèles pour les ressorts de torsion doubles 
symétriques sont proposés dans le Chapitre IV. Ils mènent à la détermination analytique de 
l’angle initial du ressort dans son système. Ils proposent une caractéristique angle-couple 
linéaire, ou éventuellement non-linéaire en tenant compte des déformations du ressort et de 
ses déplacements sur les appuis au cours du chargement. Les essais réalisés sur une série de 
ressorts de torsion doubles et leur confrontation à nos modèles sont analysés en fin de 
chapitre. 
 
La conclusion générale permet de reprendre les principaux résultats que nous avons obtenus 
au cours de cette thèse. Elle ouvre également les perspectives envisagées dans la continuité de 
ces travaux. 
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1. Généralités 
 
L’objet principal étudié au cours de cette thèse est le ressort. Débutons ainsi notre étude par 
quelques notions essentielles relatives aux ressorts : définitions, origines, matériaux, 
fabrication. 
 
 
1.1. Qu’est-ce qu’un ressort ? 
 
1.1.1. Définition générale 
La définition la plus générale d’un ressort est la suivante.  
Un ressort est un système élastique destiné à se déformer sous l’action d’une force ou 
d’un couple et à restituer l’énergie emmagasinée en reprenant sa forme initiale.  
Cette définition a le mérite de mettre en lumière la caractéristique principale d’un ressort – 
son élasticité – tout en couvrant tous les types de ressorts existants. En revanche, elle a le 
défaut d’être à ce point vaste qu’elle s’applique à toute entité matérielle présentant une 
caractéristique élastique sur au moins une plage de sollicitation. Soit finalement n’importe 
quel solide, liquide ou gaz : un roseau, une épingle à nourrice, un pare-choc, une suspension 
de véhicule, mais aussi un diamant, une vitre, l’huile d’un vérin hydraulique, l’air dans un 
ballon de rugby, les ailes d’un avion, ou les câbles d’un pont suspendu. 
Précisons alors « la » catégorie de ressorts qui nous intéressent. Dans cette thèse, sont étudiés 
les composants mécaniques constitués d’un fil circulaire – généralement métallique – enroulé 
selon une courbe hélicoïdale, et pouvant stocker puis restituer de l’énergie mécanique sous la 
forme d’effort ou de couple associé à un grand déplacement, lui-même engendré par de petites 
déformations, composants plus communément appelés « ressorts ». Dans l’ensemble de ce 
mémoire de thèse, le terme « ressort » désigne donc le composant mécanique commun défini 
ci-dessus. 
 
1.1.2. Les principaux types de ressorts 
Il existe une grande variété de types de ressorts hélicoïdaux. Le plus courant est le ressort de 
compression cylindrique (cf. Figure I.1). Il a généralement des extrémités rapprochées et 
meulées pour une meilleure application de la charge. Hayes [HAY 05] a étudié les effets des 
extrémités. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.1 - Ressort de compression cylindrique et exemple d’utilisation (ressorts de soupape) 
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Le ressort de traction cylindrique est également très fréquent. Il présente le plus souvent des 
spires jointives à l’état libre associées à une précharge, et ses extrémités sont fréquemment 
des boucles (cf. Figure I.2) mais peuvent avoir toutes autres formes pour s’adapter à son 
environnement. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.2 - Ressort de traction classique (boucles allemandes aux extrémités)  
et exemple d’utilisation (carburateur de Solex) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.3 - Ressorts de traction présentant divers types d’extrémités  
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Le ressort de compression peut également être conique (cf. Figure I.4). Dans ce cas, sa 
principale particularité est sa capacité à « s’escamoter » (i.e. s’aplatir jusqu’à avoir l’épaisseur 
du diamètre de fil), selon certaines conditions sur les diamètres d’enroulement et de fil. Il 
présente le plus généralement un pas constant – par conséquent un angle d’hélice variable – et 
des extrémités meulées ou non selon le diamètre du fil et la qualité du guidage souhaitée.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.4 - Ressort de compression conique  
et exemple d’utilisation (contacteur Schneider Electric) 
 
 
Un autre type de ressort fréquemment rencontré est le ressort de torsion (cf. Figure I.5). Sa 
particularité réside dans son mode de déformation en rotation, liant un angle à un couple. Il 
nécessite ainsi des conditions de guidage présentant certaines difficultés. A l’image des 
ressorts de traction, les branches du ressort de torsion peuvent être très variées selon son 
usage.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.5 - Ressorts de torsion et exemple d’utilisation (rampe de poids lourd) 
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Une catégorie particulière de ce type de ressort est le ressort de torsion double 
(cf. Figure I.6). Il est presque systématiquement symétrique, et présente alors l’avantage 
d’être plus facile à guider que le ressort de torsion simple, grâce à la répartition symétrique de 
son chargement. 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.6 - Ressort de torsion double 
 
 
 
1.2. Origines des ressorts 
 
Le premier usage connu de la capacité élastique d’un matériau remonte à l’invention des 
premiers arcs, constitués alors en bois, fibres, cuir ou boyau. Puis, grâce à la maîtrise du 
travail et du formage des métaux, les ressorts apparaissent dans l’horlogerie (ressorts à 
spirale), la serrurerie, ou les armes à feu (percuteur). Mais les ressorts hélicoïdaux se sont 
essentiellement développés dans le domaine des transports à partir du XIXè siècle, quand les 
progrès techniques ont permis d’augmenter les vitesses des véhicules. Il devenait 
indispensable de protéger les véhicules contre les chocs et de leur assurer une bonne tenue de 
route. Ainsi les systèmes de suspension employant de solides ressorts furent développés. 
 
 
1.3. Les matériaux pour ressorts 
 
Les matériaux les plus intéressants pour la fabrication des ressorts sont ceux qui peuvent 
emmagasiner le maximum d’énergie par unité de volume (ou de masse). Par conséquent, ce 
sont ceux qui acceptent un niveau de contraintes élevé avant de se déformer plastiquement, 
donc des matériaux présentant une limite élastique élevée. Mais d’autres considérations sont à 
prendre en compte : 
• la facilité de mise en forme, 
• l’absence de défauts, la fiabilité, 
• le prix, 
• la disponibilité, 
• le faible encombrement, 
• la résistance à la corrosion et à l’oxydation. 
On choisit généralement des aciers, qui présentent des contraintes admissibles élevées. Des 
traitements thermiques et mécaniques permettent d’augmenter fortement leur limite élastique, 
ainsi que leur résistance à la fatigue et au fluage, et ceci sans altérer leur module d’élasticité. 
Trois types d’aciers sont principalement utilisés : 
• Acier non allié, tréfilé à froid, 
• Acier non allié, trempé à l’huile, 
• Acier inoxydable. 
Des normes européennes ont été définies pour tous ces aciers, et des classes imposent aux 
fabricants des tolérances sur les dimensions du fil, ainsi que sur sa résistance.  
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Les aciers tréfilés EN 10270-1 présentent une bonne résistance à la fatigue. Leur limite 
élastique est augmentée lorsqu’on fait suivre le formage du ressort d’un revenu. Ces aciers ont 
une faible résistance à la corrosion, aussi un revêtement protecteur leur est souvent ajouté. Ils 
peuvent travailler à très basse température, mais sont sujets à la relaxation à haute 
température.  
Les aciers trempés EN 10270-2 ont une bonne résistance à la fatigue et sont moins sujets à la 
relaxation. Là aussi, la résistance à l’oxydation est médiocre.  
Les aciers inoxydables EN 10270-3 sont préférés dans les environnements corrosifs ou 
oxydants, mais leur résistance à la fatigue est inférieure aux aciers précédents. 
Remarque : dans la fabrication à froid des ressorts, on doit faire supporter au fil des efforts 
dépassant sa limite d’élasticité, afin de lui imprimer une déformation permanente. 
L’expérience montre que l’on obtient un nouvel état du métal, avec une limite d’élasticité 
légèrement supérieure à la limite initiale, tandis que le module d’élasticité reste sensiblement 
le même. Cependant, la résistance à la rupture est très sérieusement réduite. Le métal est alors 
beaucoup moins apte à supporter un choc énergique accidentel qui lui ferait dépasser sa limite 
d’élasticité [REY 63]. 
 
 
1.4. Fabrication 
 
1.4.1. Mise en forme du matériau 
La fabrication des ressorts consiste à mettre en forme des barres et des fils métalliques, et à 
leur assurer les propriétés mécaniques désirées par des traitements thermiques et mécaniques. 
Il existe deux procédés distincts : le formage à froid et le formage à chaud, pour les ressorts de 
plus grandes dimensions. Le formage à froid est réalisé par des machines spécialisées, ou 
« coiling machines » (cf. Figure I.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.7 - Coiling machine pour la fabrication des ressorts à froid  
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Le principe de fonctionnement de ces machines est le suivant : le fil venant de bobines est 
amené par des galets d’entraînement, qui régulent son débit et sont espacés de façon à éviter 
le flambement du fil. Il parcourt ensuite une série de galets qui vont le redresser, afin qu’il 
parvienne à la zone de déformation plastique avec une géométrie bien régulière. Dans cette 
zone, le fil rencontre des coulisseaux qui vont le mettre en forme. La géométrie du ressort 
réalisé est fonction de la disposition et de l’orientation de ces obstacles. De plus pour les 
ressorts coniques par exemple, les coulisseaux sont déplacés au fur et à mesure de la 
génération des spires. 
Ces machines peuvent également réaliser le meulage et l’ébavurage des extrémités. 
Voici quelques ordres de grandeur liés à la fabrication des ressorts : 
• Diamètre du fil : de 0,1 à 14 mm pour un travail à froid, de 15 à 50 mm, voire 100 mm 
à chaud, 
• Nombre de spires : généralement, de 3 à 20, 
• Capacité de production moyenne par machine : 3 ressorts/s. 
 
1.4.2. Opérations de finition 
Revenu. 
Il est courant de réaliser un traitement thermique de revenu en étuve, afin d’éliminer les 
contraintes internes emmagasinées lors de la déformation plastique du fil. Cela peut 
augmenter la limite élastique de certains matériaux. 
Grenaillage. 
La résistance à la fatigue peut être améliorée par un grenaillage, ou « shot peening ». Cela 
consiste à déformer superficiellement le matériau en le martelant avec des billes projetées à 
grande vitesse. On augmente considérablement la durée de vie des ressorts soumis à la 
fatigue, la compression superficielle s’opposant à la naissance de fissures là où elles 
pourraient s’amorcer. Il est nécessaire que le grenaillage soit homogène pour être efficace, car 
la rupture du ressort intervient toujours dans la zone la plus faible. C’est pourquoi un espace 
suffisant entre spires est préférable. 
Traitement anti-corrosion. 
Enfin, on peut recouvrir le ressort d’un matériau protecteur afin d’augmenter sa résistance à la 
corrosion. 
 
 
 
2. Le ressort de compression cylindrique 
 
Le ressort de compression hélicoïdal cylindrique est le ressort le plus utilisé dans l’industrie, 
et le mieux étudié et décrit scientifiquement à ce jour. Il est ainsi directement ou 
indirectement à la base des travaux et formulations relatifs aux autres types de ressorts à fil 
enroulé (traction, coniques, torsion, etc.). De ce fait, même si le ressort de compression n’est 
pas au cœur des thèmes traités dans cette thèse, il est essentiel de bien cerner l’état de l’art 
dans son domaine, pour assurer un certain socle fondamental à notre étude. 
 
 
2.1. Travaux récents 
 
Les définitions essentielles, caractéristiques, modèles de comportement et méthodes de calcul 
associés aux ressorts de compression – parmi les autres principaux types de ressorts – furent 
proposés et synthétisés par Wahl [WAH 63]. Plus récemment, afin de proposer des 
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applications plus précises, d’autres recherches ont abouti à des améliorations significatives 
dans la connaissance des ressorts.  
 
Becker, Chassie et Cleghorn ont étudié le flambement des ressorts hélicoïdaux soumis à un 
chargement combiné en compression et en torsion, encastrés à chaque extrémité [CHA 97]. 
Les influences du nombre de spires, de l’indice du ressort, du chargement et du ratio 
longueur libre / diamètre des spires, ont été particulièrement observées. La Figure I.8 par 
exemple propose pour trois ressorts de 5, 15 et 30 spires, les courbes de flambement liant le 
ratio déflexion critique / longueur libre au ratio longueur libre / diamètre des spires en 
fonction de cinq cas de déformation initiale en rotation (χ de 0° à 360°). Il apparaît qu’une 
sollicitation en torsion augmente nettement la sensibilité au flambement d’un ressort. 
 
 
 
Figure I.8 - Courbes de flambement pour des ressorts hélicoïdaux présentant 5 spires (à 
gauche), 15 spires (au centre) et 30 spires (à droite) [CHA 97] 
 
 
Becker, Chassie et Cleghorn ont également étudié les fréquences de résonance des ressorts de 
compression hélicoïdaux pour un chargement axial statique et des extrémités 
encastrées [BEC 02]. La Figure I.9 donne pour trois ressorts différents, leurs fréquences de 
résonance adimensionnées (f/fa) en fonction du ratio déflexion critique / longueur libre (δcr/l0) 
et selon plusieurs valeurs du ratio longueur libre / diamètre des spires (l0/D0). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.9 - Fréquences de résonance adimensionnées pour des ressorts de compression 
hélicoïdaux, ayant 15 spires (à gauche), 5 spires (au centre)  
et 3,5 spires (à droite) [BEC 02] 
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Langa et Ouakka ont développé des modèles par Eléments Finis pour des ressorts hélicoïdaux 
de suspension de véhicules automobiles [LAN 01]. Ils permettent notamment une 
modélisation avec des coupelles d’appui non parallèles (cf. Figure I.10). Ces modèles ont fait 
l’objet d’une confrontation expérimentale performante, et montrent leur intérêt pour des cas 
de configurations géométriques et/ou cinématiques du ressort complexes. 
 
   
 
Figure I.10 - Modèles par Eléments Finis de ressorts de suspension de véhicules [LAN 01] 
 
 
Todinov [TOD 98] a étudié l’origine des fissures de fatigue pour les ressorts de compression 
via l’analyse du lieu du maximum de la contrainte principale et les effets du grenaillage (cf. 
Figure I.11). Il en a conclu notamment que contrairement aux résultats attendus, l’origine de 
la fissure de fatigue se trouve plus probablement à l’extérieur des spires qu’à l’intérieur, pour 
des ressorts à angle d’hélice important. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.11 - Distributions de la contrainte résiduelle issue du grenaillage, en deux points 
proche et éloigné de l’origine de la fissure, sur un ressort rompu en fatigue [TOD 98] 
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Dans sa thèse [CAM 02], Campedelli analyse les problèmes de modélisation du 
comportement de ressorts de suspension (pour bogie de train), liés en particulier à leurs 
extrémités. Des modèles numériques sont proposés (Figure I.12) pour gérer notamment les 
conditions d’appui aux extrémités, la présence d’efforts latéraux et d’un effort « de chasse » 
(repris par frottement et/ou appui ponctuel). 
 
 
 
Figure I.12 - Modèle numérique proposé par Campedelli [CAM 02] 
 
 
 
2.2. Outils d’assistance à la conception disponibles 
 
La conception d’un ressort de compression nécessite généralement l’aide d’un outil de calcul. 
En effet, un concepteur qui a besoin d’un ressort dans son système ne connaît pas 
nécessairement l’ensemble des règles et formulations qui régissent le dimensionnement et le 
fonctionnement d’un ressort. Et même dans le cas où il connaîtrait tout cela, le nombre 
conséquent de paramètres et la relative complexité des formules intervenant dans la 
conception d’un ressort, ne permettent pas d’obtenir rapidement un résultat calculé « à la 
main ». Plusieurs logiciels classiques proposent ainsi de « calculer » un ressort répondant au 
besoin de son utilisateur, « calculer » pouvant ici signifier « vérifier » ou « concevoir ». Parmi 
les plus intéressants, nous citons ceux d’Hexagon et de Universal Technical Systems en 
collaboration avec le Spring Manufacturers Institute (« ASD6 »). Nous présentons aussi un 
nouveau logiciel proposé par l’Institute of Spring Technology (IST) depuis quelques mois. Il 
s’agit d’un outil de synthèse. 
 
2.2.1. Logiciel d’Hexagon 
 
Le logiciel FED1+ [HEX 06] calcule des ressorts de compression hélicoïdaux cylindriques 
selon la norme EN 13906-1.  
Pour les calculs, FED1+ propose trois modes d’assistance à partir de l’interface illustrée en 
Figure I.13 : « Pré-dimension », « Dimension » et « Vérification ». Le diamètre moyen (Dm), 
la longueur libre (L0), et les deux charges de fonctionnement (F1 et F2) sont calculés selon les 
normes DIN 2095 et DIN 2096. Dans le mode « Dimension », il offre la possibilité 
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d’optimiser les deux efforts de fonctionnement F1 et F2 pour obtenir le ressort le plus souple 
ou le plus raide, ainsi que le diamètre de fil le plus grand ou le plus petit.  
 
 
 
Figure I.13 - Interface de définition des paramètres dimensionnels du ressort, logiciel FED1+ 
 
Outre les caractéristiques classiques d’un ressort de compression, les tolérances pour le 
diamètre du fil (d) sont également calculées par le programme selon les normes DIN 2076 et 
2077.  
La courbe déflexion-effort du ressort est disponible (cf. Figure I.14) accompagnée de ses 
données essentielles. Les diagrammes de Goodman, de flambage et de relaxation peuvent être 
tracés. Un dessin du ressort à l'échelle est proposé vers des formats CAO. 
 
 
 
Figure I.14 - Fenêtre résultat du logiciel FED1+ 
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L’utilisation de ce logiciel est assez peu conviviale voire lourde en raison des multiples 
fenêtres de saisie à renseigner pour définir le problème. Malgré quelques possibilités 
d’optimisation, ce logiciel est avant tout un outil de validation de ressorts de compression. 
 
2.2.2. Logiciel de SMI-UTS 
ASD6 (Advanced Spring Design) est un logiciel développé conjointement par le Spring 
Manufacturer Institute [SMI 06] et Universal Technical Systems [UTS 06] aux Etats-Unis. Ce 
logiciel propose à partir d’une interface d’accueil commune (cf. Figure I.15) le calcul de 
vingt-sept différents types de ressorts et options de chargement : compression, traction, 
torsion, coniques, lames, spirales, etc. 
Nous ne nous intéressons dans cette partie qu’au module pour les ressorts de compression 
cylindriques. Ceux pour les ressorts coniques et ressorts de torsion simples et doubles sont 
abordés plus loin dans ce chapitre. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.15 - Fenêtre d’accueil du logiciel ASD6 
 
ASD6 permet de déterminer facilement une large gamme de caractéristiques d’un ressort de 
compression, présentées sur une même interface (cf. Figure I.16). L’utilisateur doit 
sélectionner tout d’abord quelques paramètres spécifiques pour le ressort cherché (matériaux, 
type d’extrémités, etc.). Puis il doit donner les valeurs de six paramètres à renseigner dans les 
colonnes « Inputs » pour que le logiciel puisse calculer automatiquement les autres 
caractéristiques du ressort, affichées dans les colonnes « Outputs ». Quand l’utilisateur 
renseigne moins de six paramètres, ASD6 calcule automatiquement les paramètres qui 
peuvent l’être. 
De plus le logiciel propose sept graphiques : la contrainte en fonction de la longueur, l’effort 
en fonction de la longueur, la contrainte en fonction de la déflexion, la contrainte en fonction 
de l’effort, l’effort en fonction de la déflexion, l’enveloppe du ressort avec ses axe, diamètres 
intérieur, extérieur et de logement, et enfin le diagramme de Goodman pour une étude en 
fatigue. 
ASD6 est ainsi un outil de vérification de la conception d’un ressort. 
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Figure I.16 - Interface principale du logiciel ASD6 et graphiques proposés 
pour les ressorts de compression en mode expert  
 
 
2.2.3. Logiciel de KISSsoft 
Ce logiciel développé par une société suisse [KIS 06], propose à partir de son interface 
principale (cf. Figure I.17) les résultats habituels d’un outil de calcul pour les ressorts, tels que 
le diagramme force/déplacement complété d’une représentation du ressort à la deuxième 
longueur de fonctionnement (cf. Figure I.18). Par ailleurs, il offre la possibilité d’effectuer 
une optimisation sur le diamètre du fil d, à partir du moment où la géométrie du ressort est 
définie (longueur libre, diamètre des spires, diamètre du fil, nombre de spire), et si 
l’utilisateur donne une variation d’effort et une course associée (cf. Figure I.19) Dans ce cas, 
il permet aussi d’ajuster le nombre de spires à la raideur indirectement définie ci-dessus. 
 
 
 
Figure I.17 - Principale interface du logiciel KISSsoft 
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Figure I.18 - Diagramme force-course du logiciel KISSsoft 
 
 
 
 
Figure I.19 - Fenêtre d’ajustement des valeurs de certains paramètres,  
dont une optimisation sur le diamètre de fil d, logiciel KISSsoft 
 
 
2.2.4. Autres logiciels de type classique 
Il existe bien d’autres logiciels pour le calcul des ressorts, tels que MasterSpring [MAS 06], 
ou celui des Ressorts Gerbout [GER 06], mais il apparaît qu’ils ne proposent pas d’autres 
fonctionnalités que le calcul des caractéristiques pour une simple vérification du ressort. 
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Figure I.20 - Interface principale du logiciel MasterSpring [MAS 06] 
 
 
 
 
Figure I.21 - Principale interface du logiciel GERBOUT [GER 06] 
 
 
2.2.5. L’outil de synthèse de l’IST 
Le logiciel proposé par l’IST pour la conception des ressorts de compression cylindriques est 
nommé « Optimum Spring Design » [IST 06]. En effet, il donne la possibilité à son utilisateur 
de définir très librement les caractéristiques qu’il souhaite pour son ressort. Via une grille de 
saisie qui permet d’établir une limite inférieure et/ou supérieure pour une large série de 
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paramètres (diamètres, longueurs, efforts, etc., illustrés Figure I.22), le concepteur construit 
sans s’en rendre compte un problème d’optimisation dont les limites qu’il saisit dans la grille 
constituent les contraintes à respecter. Il choisit ensuite l’objectif à minimiser ou maximiser 
parmi la série de paramètres pré-cités, puis en appuyant sur « Calculate », le logiciel se charge 
de déterminer le meilleur ressort au sens de l’objectif fixé, qui respecte l’ensemble des limites 
demandées par l’utilisateur ainsi que les contraintes liées à la fabrication et au respect des 
normes de calculs (de manière transparente). Ce processus implique l’utilisation de méthodes 
d’optimisation numériques qui ont été programmées afin de calculer la conception d’un 
ressort traduite sous la forme d’un problème d’optimisation. Cette caractéristique particulière, 
et pour l’instant unique, proposée par le logiciel lui confère une très grande souplesse 
d’utilisation, une manipulation intuitive et directe, associées à une pertinence considérable 
dans ces résultats. Ceci constitue un véritable outil de synthèse d’une conception de ressort. 
 
 
 
Figure I.22 - Interface principale du logiciel Optimum Spring Design de l’IST  
 
Nous souhaitons préciser que ce logiciel est le fruit d’une collaboration très forte entre l’IST 
et notre laboratoire. En effet, les techniques d’optimisation numériques adaptées à la 
conception des ressorts y ont fait l’objet de plusieurs travaux [PAR 00a – PAR 02]. Par 
l’intermédiaire de Schneider Electric Industries, l’IST a manifesté son intérêt pour intégrer 
dans son logiciel précédent les techniques de conception optimale développées dans notre 
laboratoire, jusque là sous forme de maquettes d’étude. Il fut donc décidé de transférer la 
maquette pour les ressorts de compression vers le logiciel IST. Mais une difficulté majeure 
intervint alors. Le processus de résolution de cet outil implique l’utilisation d’un « solveur » 
(i.e. algorithme de résolution d’un problème d’optimisation numérique). Originellement, la 
maquette utilisait le solveur d’Excel, puis la fonction DOT [VAN 84]. Pour des raisons de 
droits, il était impossible d’utiliser l’un ou l’autre dans le logiciel IST à venir, lui-même 
destiné à être commercialisé. Nous avons donc dû trouver un solveur à la fois robuste, 
efficace, et libre de droits pour une utilisation commerciale. Ce fut le solveur de Matlab, car il 
est possible de l’intégrer dans un programme Visual Basic sous la forme d’un « composant 
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compilé » (sorte d’exécutable interne). De plus et surtout, Mathworks (éditeur de Matlab 
[MAT 06]) cède ses droits même dans le cas d’une utilisation de l’un de ses composants dans 
un logiciel commercialisé. Le logiciel IST étant codé en Visual Basic, la solution était 
trouvée : remplacer dans la maquette le solveur original par un composant basé sur celui de 
Matlab. Nous avons tout d’abord vérifié l’efficacité et la robustesse du solveur de Matlab pour 
la résolution des problèmes qui nous intéressaient, puis nous avons réalisé un lourd travail 
d’adaptation entre les codes Visual Basic et Matlab. En effet pour des problèmes 
d’incompatibilité de « communication » de variables entre Matlab et Visual Basic, nous avons 
finalement dû intégrer la quasi totalité du problème dans une fonction Matlab (utilisant le 
solveur), puis la compiler pour l’inclure dans le programme Visual Basic final.  
Après plusieurs mois d’intégration logicielle, le logiciel de conception optimale codé en 
Visual Basic mais exploitant le solveur de Matlab, était enfin prêt. Nous l’avons alors apporté 
directement auprès de l’IST afin de garantir un bon transfert de technologie, et de les initier 
aux techniques d’optimisation numériques. Ceci nous a également permis d’assurer 
l’autonomie de l’IST dans la perspective notamment des développements de leurs prochains 
outils de synthèse sur les ressorts de traction puis les ressorts coniques. 
 
Par ailleurs, la résolution du problème d’optimisation évoqué nécessite l’initialisation des six 
variables d’optimisation, que sont le diamètre de spire, le diamètre de fil, la longueur libre, la 
raideur et les deux longueurs de fonctionnement. Le résultat final du calcul d’optimisation, 
donc la pertinence du ressort proposé, est très dépendant de la qualité du « point de départ » 
numérique choisi pour chaque variable. Plus ce point est proche de l’optimum final, plus le 
solveur sera dans de bonnes conditions pour converger vers la solution optimale. Il faut donc 
initialiser ces variables de manière judicieuse afin de les approcher au plus près de l’optimum, 
tout en garantissant un temps de calcul rapide pour cette étape. Une méthode, appelée 
« maillage séquentiel » [PAR 05], a ainsi été développée pour initialiser les six variables 
d’optimisation à chaque calcul d’un ressort. La Figure I.23 illustre la place du maillage 
séquentiel dans l’ensemble du processus de calcul du ressort optimal.  
 
Données 
utilisateur 
DEBUT 
Etape 5 : Extraire et sauvegarder les résultats (ressort optimal) 
Etape 4 : Résoudre le problème d’optimisation 
Etape 3 : Sélectionner le meilleur ressort du catalogue virtuel 
Etape 2 : Construire un catalogue virtuel de ressorts (maillage séquentiel) 
Etape 1 : Construire le problème d’optimisation 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.23 - Processus de résolution du problème de conception optimale d’un ressort, à la 
base du module Optimum Spring Design de l’IST  
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Le maillage séquentiel emploie l’arithmétique des intervalles [MOO 79] et l’approche par 
propagation de tolérance [HYV 92] pour analyser les principaux paramètres constituant le 
problème de conception du ressort. Cette analyse a pour but de construire une base de ressorts 
virtuels qui respectent au mieux les conditions émises par l’utilisateur et celles issues des 
normes et des fabricants. Enfin, il faut sélectionner le meilleur ressort dans ce catalogue 
virtuel, qui sera ensuite le point de départ pour la phase d’optimisation finale. La sélection du 
meilleur ressort dans le catalogue fait appel à un algorithme spécifique développé par Paredes 
et al. [PAR 00b] et inspiré des travaux de Johnson [JOH 80] sur la résolution de problèmes 
ayant un petit nombre de variables. 
 
 
 
3. Le ressort conique 
 
3.1. Considérations générales 
 
Les ressorts de compression coniques sont constitués par un fil le plus souvent circulaire, 
enroulé en hélice selon un cône. On distingue les ressorts à pas constant, et à inclinaison 
constante (ou angle constant), comme l’illustre la Figure I.24. 
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Figure I.24 - Ressort conique à pas constant, ressort conique à angle constant, et spirales 
équivalentes en projection  
 
L’une de leurs particularités est leur comportement non-linéaire (cf. Figure I.25). En effet, la 
flexibilité des spires augmente avec leur diamètre. Au cours de la compression, les grandes 
spires fléchissent davantage, et vont entrer en contact avec la spire inférieure, ou avec la 
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surface d’appui, diminuant le nombre de spires actives. C’est pourquoi la raideur est constante 
pendant le « fonctionnement libre », et augmente progressivement à partir d’un point de 
transition correspondant au premier contact entre spires ou avec le plan d’appui.  
 
Figure I.25 - Courbe déflection-charge pour un ressort conique  
 
Par ailleurs, l’intérêt majeur pour lequel ils sont bien souvent utilisés est leur possibilité de 
s'escamoter (i.e. la longueur à bloc égale le diamètre du fil, cf. Figure I.26). 
 
 
d ⇒
 
 
 
 
 
Figure I.26 - Certains ressorts coniques peuvent s’escamoter  
 
Enfin, de par leur forme, ces ressorts offrent une meilleure stabilité ainsi qu’un risque de 
flambage nettement inférieur aux ressorts cylindriques. On les rencontre principalement dans 
des applications qui exploitent leur très faible hauteur à bloc comme des contacteurs 
électriques (cf. Figure I.27). C’est le cas par exemple dans les compartiments pour piles des 
petits appareils électriques, où les ressorts assurent les contacts aux bornes.  
 
 
 
 
 
Figure I.27 - Contacteur électrique utilisant un ressort conique (Schneider Electric) 
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On en trouve également dans les mécanismes de serrage rapide pour roues de vélo. Les 
ressorts facilitent le montage des roues sur le cadre et la fourche. L’axe traverse le moyeu et 
les ressorts maintiennent un espace égal de part et d’autre. Lors du serrage, ils vont s’aplatir 
totalement dans le centre évidé des boulons, qui prennent alors appui sur le cadre. 
L’effet de raideur variable est essentiellement exploité pour des ressorts de suspension, où 
l’on recherche une grande flexibilité au début de la compression, se réduisant progressivement 
sous l’augmentation de l’effort. 
 
 
3.2. Travaux récents 
 
Les ressorts de compression coniques ne sont traités par aucune norme. Toutefois, ils ont fait 
l’objet de travaux de recherche, dont voici les principaux résultats concernant la description 
de leurs caractéristiques essentielles. Nous présentons également les principaux outils de 
calculs disponibles qui leur sont dédiés. 
 
3.2.1. Raideur/souplesse 
Inverse de la raideur, la souplesse linéaire des ressorts coniques à pas constant est donnée 
dans les Techniques de l’Ingénieur [DUC 86] : 
 
, en mm/N 
 
avec  , le nombre de spires utiles, 
, le module d’élasticité transversal, MPa, 
, diamètre moyen d’une petite base du ressort conique, mesuré au départ des 
spires utiles, mm, 
, diamètre moyen d’une grande base du ressort conique, mesuré au départ 
des spires utiles, mm. 
NB :  
L’Annexe 1 permet de comprendre comment l’expression de cette souplesse est 
obtenue. 
 
Péquet [PEQ 89] et Wolansky [WOL 96] proposent également leur raideur exacte sous sa 
forme conventionnelle : 
( ) ( )ba2b2a
4
DDDDN 2
dG
  R ++=  
, en N/mm 
 
L’Institute of Spring Technology [IST 80] donne une formulation approchée de la raideur des 
ressorts coniques à pas constant : 
( )3ba
4
DDN
dG
  R +=   , en N/mm 
 
3.2.2. Caractéristique non-linéaire 
Concernant la phase non-linéaire du comportement des ressorts coniques à pas constant, l’IST 
a développé un algorithme permettant de déterminer leur courbe de comportement longueur-
effort, en calculant point par point la longueur du ressort connaissant l’effort qui lui est 
appliqué [IST 80]. Cet algorithme est basé sur le découpage du ressort en portions de spire, 
qui sont alors considérées comme celles d’un ressort cylindrique classique. La déflexion de 
chacune d’elles est alors calculée, et couplée au processus de chevauchement progressif des 
 29
 CHAPITRE I : Etude bibliographique 
spires évoqué plus haut, la déflexion totale du ressort est la somme de celles de l’ensemble 
des portions. 
Les Techniques de l’Ingénieur [DUC 86] développent une autre approche par calcul itératif, 
en faisant varier la position n (le long de l’hélice) de N à 0 par incrément de ∆n, en calculant 
la charge P puis la déflexion f à chaque incrément, pour finalement aboutir à la caractéristique 
non-linéaire. 
Par ailleurs, Wu et Hsu [WU 98] ont développé un modèle analytique pour un type particulier 
de ressorts coniques. Ils ont étudié un ressort conique à angle d’hélice constant, qui ne 
télescope pas, et qui possède des extrémités cylindriques, rapprochées et meulées. Ce modèle 
est basé sur une analyse distinguant les « spires libres » des « spires à bloc », et donne la 
déflexion du ressort en fonction de la charge appliquée. Pour une étude dynamique, le résultat 
est approché par un polynôme du troisième degré. Ce modèle n’est donc pas applicable aux 
ressorts coniques les plus communs, qui ont un pas constant. 
 
3.2.3. Contrainte 
Pour la contrainte tangentielle maximale dans le fil du ressort conique à pas constant, les 
Techniques de l’Ingénieur [DUC 86] proposent une formulation identique à celle pour les 
ressorts cylindriques mais appliquée au plus petit diamètre (qui est le plus chargé à bloc) : 
 
, en MPa 
 
avec  , hauteur d’axe en axe d’une spire comprimée à bloc, mm, 
, pas axial (longitudinal) d’une spire, mm, 
, coefficient de correction de la contrainte maximale,                             [WAH 63] 
ou de manière approchée et plus simple,                   [DUC 86], 
, indice d’enroulement, c = Da / d . 
 
Par ailleurs, Péquet [PEQ 89] donne une expression de la contrainte de cisaillement maximale 
sous la forme suivante : 
3
b
d 
D P 8  Rm π=  
où P est l’effort qui permet à la plus grande spire active d’atteindre sa déflexion 
maximale, sans que ne soit indiqué comment calculer cet effort. 
 
L’IST [IST 80] propose pour la contrainte maximale la même formule que Péquet, en la 
multipliant par le facteur de correction 
1  d
D
2,0  d
D
 
b
b
−
+=K . 
 
Enfin, d’autres études ont été menées sur le flambement des ressorts coniques [WOL 96 – 
WOL 99 – WOL 00], leur fréquence propre [WOL 95] et leur réaction à un chargement latéral 
[WOL 01]. 
 
 
3.3. Outils d’assistance disponibles pour les ressorts coniques 
 
Les éditeurs de logiciels pour ressorts Hexagon, SMI-UTS et IST – dont nous avons vu 
précédemment les versions pour ressorts de compression – proposent également chacun une 
version dédiée aux ressorts coniques. Ces logiciels sont plus basiques que ceux pour les 
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ressorts de compression, en particulier les possibilités de conception optimale ou même 
d’optimisation d’un paramètre ne s’y retrouvent pas. 
Il s’agit pour ces trois logiciels d’outils de validation. 
 
3.3.1. Logiciel d’Hexagon 
Hexagon pour les ressorts coniques [HEX 06] utilise l’expression de la raideur des ressorts à 
pas constant proposée par Péquet [PEQ 89] et Wolansky [WOL 96], pour leur phase linéaire. 
Le logiciel sait évaluer la partie non-linéaire du comportement du ressort conique (cf. 
Figure I.28 et Figure I.29) : pour une longueur demandée il donne l’effort correspondant dans 
la partie non-linéaire du comportement. Le logiciel ne permet pas d’obtenir une longueur 
directement à partir d’un effort. 
De nombreux graphes sont proposés pour illustrer les résultats : les caractéristiques longueur-
effort et déflexion-effort, les diagrammes de Goodman et de Haigh, la raideur, le travail, la 
fréquence propre, la contrainte de cisaillement en fonction de la course, la relaxation en 
fonction de la contrainte. 
 
 
 
Figure I.28 - Interface principale du logiciel FED5 
 
 
Figure I.29 - L’une des fenêtres graphiques présentant les résultats du logiciel FED5 
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3.3.2. Logiciel de SMI-UTS 
Le module pour les ressorts coniques de ASD6 [SMI 06] utilise également la raideur exacte 
des ressorts à pas constant [DUC 86], pour leur phase linéaire. 
Le logiciel ne gère pas la partie non-linéaire du comportement du ressort conique : il 
considère la raideur constante sur toute la course de fonctionnement du ressort pour lier les 
longueurs aux efforts et vice-versa. 
Sont disponibles également cinq graphes traçant la contrainte en fonction de la longueur, 
l’effort en fonction de la longueur, la contrainte en fonction de la déflexion, la contrainte en 
fonction de l’effort, et l’enveloppe du ressort avec ses axe et diamètres intérieur, extérieur et 
de logement. 
 
 
 
 
Figure I.30 - Interface principale du logiciel ASD6 et graphes proposés, pour les ressorts de 
compression coniques  
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3.3.3. Logiciel de l’IST 
Le module ressorts coniques du logiciel IST [IST 06] exploite l’expression approchée de la 
raideur des ressorts à pas constant (cf. 3.2.1), pour leur phase linéaire. 
 vice-versa. Du fait de l’approximation sur la raideur 
 caractéristique longueur-effort. 
Grâce à la procédure itérative décrite au 3.2.2, le logiciel parvient à gérer la partie non-
linéaire du comportement du ressort conique (cf. Figure I.31) : pour une longueur demandée il 
détermine l’effort correspondant et
constante de la partie linéaire, on peut constater une légère discontinuité dans la courbe 
caractéristique du ressort, au niveau de la transition entre phases linéaire et non-linéaire. 
Les graphes disponibles sont les données de tolérance, la relaxation, le diagramme de 
Goodman et la
 
 
 
 
 
Figure I.31 - Interface et résultat graphique du logiciel IST pour ressorts coniques  
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4. Le ressort de torsion 
 
4.1. Considérations générales 
 
Les ressorts de torsion se distinguent des autres (compression, traction, etc.) par leur structure 
d’une part. Ils peuvent avoir un corps unique, mais il existe aussi des ressorts à corps double, 
aligné ou non. Ils sont généralement constitués d’un fil métallique circulaire enroulé 
hélicoïdalement autour de leur axe. Cet enroulement forme une série de spires – le plus 
souvent jointives sans précontrainte – dont les deux extrémités sont prolongées par des 
branches qui permettent la transmission du chargement au corps, i.e. les spires du ressort. Ces 
ranches peuvent présenter une grande variéb
le
té de formes pour s’adapter aux appuis sur 
squels elles sont montées (cf. Figure I.32), mais le plus souvent elles sont soit tangentes au 
corps, soit radiales (cf. Figure I.33). 
 
 
 
Figure I.32 - Ressorts de torsion  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.33 - Ressorts de torsion simples et leurs types de branches  
Ressort de torsion à 
branches tangentes 
Ressort de torsion à 
branches radiales
Ressort de torsion à 
branches mixtes 
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D’a re part, la particularité essentieut lle du ressort de torsion est son mode de déformation : il 
mmagasine l’énergie élastique principalement en s’enroulant autour de son axe, chaque spire 
présentant ainsi une rotation par rapport aux autres, soit une torsion globale du corps autour 
e l’a
nt du ressort sur son guide intérieur, en privilégiant donc 
une marge suffisante entre le diamètre du corps et celui de son appui comme l’indiquent les 
préconisations de la norme EN 13906-3. Mais une marge trop importante annihile les effets 
attendus par l’utilisation d’un guidage, i.e. maintien en position et stabilité axiale du ressort 
dans son système pour rester au plus près d’un fonctionnement nominal. Cette seconde 
exigence mène donc au choix d’un diamètre du guide tendant vers celui du corps. Ces deux 
dimensions ne pouvant être égales pour le bon fonctionnement du ressort, une marge est 
systématiquement présente entre le corps et son appui. Par conséquent, les ressorts de torsion 
présentent deux comportements mêlés : la mise en travers (cf. Figure I.34, [PAR 00a]) et la 
polarisation (i.e. décalage de l’axe du ressort par rapport à l’axe de son appui, cf. Figure I.35). 
Leur prise en compte s’avère indispensable pour pouvoir développer et proposer un outil de 
conception de ces ressorts suffisamment performant et précis. 
 
e
d xe. 
Les types d’appuis conçus pour recevoir un ressort de torsion sont également variés : guidages 
cylindrique et/ou tubulaire du corps, flasques aux extrémités, ou même corps sans appui ; 
branches serrées, guidées, ou simplement en appui sur des pinnules circulaires, des bossages 
ou des plans. 
Le comportement du ressort de torsion est beaucoup plus complexe que celui du ressort de 
compression cylindrique et bien plus délicat à simuler. En effet, son mode de fonctionnement 
induit – entre autres phénomènes – la variation de son diamètre de spires (ou diamètre 
d’enroulement) au cours du chargement [IST 80]. Le guidage du corps, bien souvent 
nécessaire, aboutit ainsi à deux exigences contradictoires. La première consiste à éviter le 
 serrage » en cours de fonctionneme«
Avant l'application de la charge Au moment de l'application de la charge
 
 
Figure I.34 - Mise en travers du ressort de torsion sur ses appuis  
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Figure I.35 - Polarisation et mise en travers du ressort de torsion sur ses appuis  
 
Enfin, il existe plusieurs catégories de ressorts de torsion, dont les plus répandues sont les 
ressorts simples et les ressorts doubles symétriques. Les ressorts de torsion simples sont 
l’objet du Chapitre III. Les ressorts de torsion doubles symétriques sont étudiés dans le 
Chapitre IV. On distingue divers types de ressorts de torsion doubles, selon la forme des 
branches, leurs positions relatives, le type d’appuis pour les corps et pour les branches. Le 
ressort de torsion double le plus fréquemment rencontré a des branches tangentes aux corps, 
appuyées soit sur des pinnules cylindriques soit sur un plan, et ses corps sont guidés sur un 
axe ou dans un alésage. 
 
La Figure I.36 présente un exemple d’utilisation industrielle d’un ressort de torsion double 
dont la branche commune est en appui sur un plan. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure I.36 - Ressort de torsion double dont la branche transversale est en appui sur un plan 
(système de « verrou », Schneider Electric) 
pinnule 1
pinnule 2 
arbre 
d’appui 
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4.2. Travaux récents 
a norme européenne EN 13906-3 définit les caractéristiques du ressort de torsion et les 
commandations d’utilisation qui lui sont associées. Concernant son comportement, elle 
onne l’expression approchée
 
L
re
d   de la raideur angulaire théorique : 
en Nmm/° 
avec  
 
 
, le moment du ressort, Nmm, 
, l’angle de torsion, degrés, 
, le module d’Young, MPa, 
, le d e du fil, mm, iamètr
diamètre, le  moyen des spires, mm, 
, le nombre de spires utiles. 
’expression théorique exacte de la raideur angulaire du corps du ressort est proposée par 
ncker et Goodier [ANC 58] (cf. également le Chapitre III, 2.) : 
 
L
A
Dn 64
d E
  R
4
corps =   en N
fin de corriger la flexion des branches en charge, la norme EN 13906-3 donne également 
une év te ou 
diale. Nous développerons dans le Chapitre III (Etude du ressort de torsion simple) une 
ϕ2 qui dépendent du type de branches utilisées : 
   pour une branche radiale  
mm/rad 
A
aluation de l’angle supplémentaire induit selon qu’il s’agit d’une branche tangen
ra
raideur corrigée qui exploite cet angle supplémentaire proposé par la norme. 
En revanche, la norme ne donne aucune évaluation de l’angle libre (ou angle initial) formé par 
le ressort dans son système d’appuis (i.e. l’angle entre les deux pinnules d’appui des branches, 
autour de l’appui central du ressort). Dans sa thèse [PAR 00a], Paredes propose deux 
formulations pour évaluer cet angle libre. Premièrement, si l’on considère le ressort centré sur 
son appui central (cf. Figure I.37), l’angle libre α* peut s’exprimer ainsi : 
21 S  S  *  * ϕ+ϕ+ϕ=α  
avec Sϕ1 et S
0  S i =ϕ  
( )  +−=ϕ 4/dD  R 2 2
2
i
 +dD
 arctan  S i  pour une branche tangente  
 
ϕ*
R1 
α*
R2 
Sϕ1
(D+d)/2 
 
 
Figure I.37 - L’angle libre pour un ressort centré sur son axe  
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Deux  qu’un ressort à branches tangentes est en contact avec son 
ppui central (cf. Figure I.38) afin de mieux décrire la situation réelle, son angle libre α* peut 
ièmement, si l’on considère
a
alors s’exprimer ainsi : 
 +−+
 +−+ϕ=α d)  2/D(  R arctan  d)  2/D(  R arctan  *  *
2
A
2
2
22
1
 + + d  2/Dd  2/D AA
A  
 
 
R1 
Sϕ1
DA / 2 + d
ϕ* 
α* 
Sϕ2 
R2
DA / 2 + d
 
Figure I.38 - L’angle libre pour un ressort à branches tangentes en contact avec l'axe  
angle d’inclinaison 
re un mome  ne tient compte ni 
des branches ni des appuis du ressort. 
 
 
Par ailleurs, dans leur étude sur les ressorts de torsion, Wu et Hsu [WU 99] proposent une 
expression analytique non-linéaire de l’angle de torsion en fonction du moment de 
chargement pour le corps du ressort tenant compte d’un angle d’inclinaison initial entre l’axe 
d’application du couple et l’axe physique du ressort (cf. Figure I.39). Cet 
engend nt de flexion annexe dans le corps. Le modèle proposé
 
 
Figure I.39 - L’angle d’inclinaison initial sur le ressort de torsion considéré  
par Wu et Hsu [WU 99] 
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Jiang et Henshall [JIA 00] ont développé un modèle efficace de ressorts hélicoïdaux par 
éléments finis. La Figure I.40 propose la distribution de contrainte dans le fil (modélisé par 
une demi-section) obtenue pour deux ressorts de torsion d’indices d’enroulement c = D / d 
différents (rapports 
c
1  
R
R
m
=  de 0,05 et 0,35). En intégrant notamment l’influence de l’angle 
d’hélice (α = 0° ou α = 20°), le modèle donne de bonnes perspectives pour la simulation des 
non-linéarités et des grandes déformations. 
 
 
 
Figure I.40 - Distribution de la contrainte équivalente de Von Mises dans la section du fil  
d’un ressort de torsion [JIA 00] 
et son approximation quadratique (courbe juste au-
essus), en fonction du pas du ressort. Les caractéristiques du ressort pris pour exemple sont : 
50 mm pour le diamètre d’enroulement, 5 mm pour le diamètre de fil, 50 spires, et 210 GPa 
pour le module d’Young. Ce modèle permet donc d’aller au-delà de la théorie des poutres 
classique qui implique l’« approximation de ressorts à spires rapprochées ». Les ressorts de 
torsion sont très souvent à spires jointives ou quasiment jointives, donc cette étude est plus 
spécifiquement intéressante pour les ressorts de compression et de traction, qui présentent 
plus fréquemment un angle d’hélice important. 
 
 
Ding et Selig [DIN 04] proposent un nouveau modèle de ressort hélicoïdal basé sur sa matrice 
de souplesse détaillée en trois dimensions. Ils étudient notamment l’influence de l’angle 
d’hélice sur les raideurs des spires en traction et en torsion. Pour chacune de ces raideurs, la 
Figure I.41 compare sur un exemple le résultat classique (raideur constante), celui de la 
théorie proposée (courbe inférieure) 
d
 
 
Figure I.41 - Influence du pas sur les raideurs en torsion et en traction des spires du modèle 
de ressort étudié par Ding et Selig [DIN 04] 
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Pour le ressort de torsion double, nous n’avons pu répertorier aucun modèle ni même étude 
scientifique qui lui serait spécifiquement consacré. Seul le logiciel ASD6 dédie l’un de ses 
modules au calcul de ce type de ressorts de torsion (cf. ci-après, 4.3.3). 
 
4.3. Outils d’assistance disponibles
 
 
 
Les éditeurs Hexagon, SMI-UTS et IST proposent chacun leur propre logiciel consacré au 
calcul des ressorts de torsion. A l’image des outils proposés pour les ressorts coniques, ces 
logiciels sont plus simples que ceux pour les ressorts de compression. Là non plus, il n’existe 
pas de possibilité pour optimiser une conception ou un paramètre. De plus, la polarisation et la 
mise en travers du ressort sur ses appuis ne sont gérées par aucun logiciel. Les ressorts de 
torsion sont systématiquement considérés centrés sur leur appui central. Il est intéressant de 
signaler l’existence d’un logiciel spécifique aux ressorts de torsion doubles (ASD6). 
Ces trois logiciels ne sont donc que des outils de validation de la conception des ressorts de 
torsion. 
 
4.3.1. Logiciel d’Hexagon 
Le logiciel Hexagon pour ressorts de torsion [HEX 06] tient compte des branches tangentes et 
radiales (avec la possibilité pour les radiales de donner un « rayon de pliage »).  
Il propose trois modes pour définir le ressort souhaité (Figure I.42) : Pré-dimension, 
érification, Dimension. En fonction du mode choisi, l’utilisateur définit le ressort selon 
i  
(alpha1, alpha2, delta0, delta2), la course angulaire (alphah), les caractéristiques 
imensionnelles (Di, d, n, a, que la définition précise des 
V
d fférents groupes de données, parmi les couples de fonctionnement (T1, T2), les angles
d Lk0) et la température. On note 
différents types d’angles n’est pas suffisamment explicite. 
Le logiciel calcule ensuite le ressort, signale les éventuelles incohérences ou violations (de 
contrainte maximale par exemple), puis propose d’illustrer le résultat par un ensemble de 
représentations graphiques (cf. Figure I.43) : la caractéristique angle-couple, le diagramme de 
Goodman, la courbe de résonance, plusieurs dessins du ressort (plan, en 3D, dessin de 
fabrication). 
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Figure I.42 - Trois modes de définition des données du ressort recherché, logiciel FED3+ 
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Figure I.43 - Fenêtre des principaux résultats du logiciel FED3+ 
 
4.3.2. Logiciel de SMI-UTS pour ressorts de torsion simples 
ASD6 Torsion Springs [SMI 06] permet de déterminer une série de caractéristiques d’un 
ressort de torsion simple, présentées sur une même interface (cf. Figure I.44). Il fonctionne 
selon les mêmes principes et fonctionnalités que le logiciel ASD6 pour ressort de compression 
(cf. 2.2.2).  
De plus le logiciel propose trois graphiques : la contrainte en fonction du couple, le couple en 
fonction de la déflexion et la contrainte en fonction de la déflexion. 
ASD6 est donc un outil de vérification de la conception d’un ressort de torsion. 
 
 
 
 
Figure I.44 - Interface principale du logiciel ASD6 pour ressorts de torsion simples, et 
graphiques proposés  
 42
 CHAPITRE I : Etude bibliographique 
4.3.3. Logiciel de SMI-UTS pour ressorts de torsion doubles 
Le logiciel ASD6 consacré aux ressorts de torsion doubles [SMI 06] est identique à celui 
présenté ci-dessus pour les ressorts de torsion simples, hormis pour quelques paramètres qui 
diffèrent, tels que l’« Hairpin » (l’épingle, la branche commune) qu’il propose de définir par 
sa longueur et son rayon. 
 
 
 
 
Figure I.45 - Interface principale du logiciel ASD6 pour ressorts de torsion doubles, et 
graphiques proposés  
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4.3.4. Logiciel de l’IST 
Le module Ressort de torsion du logiciel IST [IST 06] est lui aussi un outil de validation. 
Son analyse permet de constater que la raideur du ressort prend en compte la longueur des 
branches mais uniquement en tant que branches tangentes quel que soit le type de branche 
sélectionné, et que le logiciel ne tient pas compte de l’épaisseur du fil dans les calculs d’angle. 
omme dans le module pour les ressorts coniques, les diagrammes disponibles sont les 
onnées de tolérance, la relaxation, le diagramme de Goodman et la caractéristique longueur-
effort. 
 
C
d
 
 
 
 
Figure I.46 - Interface et résultat graphique du logiciel IST pour ressorts de torsion  
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5. Manques actuels, nécessité de nouveaux modèles 
pement du module de conception optimale de ces ressorts, et à son intégration dans le 
giciel de l’IST. Malheureusement, ce type d’outils n’existe pas – encore – pour les autres 
catégories de ressorts. L’IST est en passe d’achever le développement de l’outil de synthèse 
pour ressorts de traction. Mais les autres ressorts – en particulier les ressorts coniques et les 
ressorts de torsion – ne sont pas encore susceptibles d’être intégrés dans un prochain outil de 
synthèse dans la mesure où leur modélisation actuelle est insuffisante pour cela, et malgré le 
vif intérêt que cela susciterait. En effet, le développement d’un tel outil de synthèse pour un 
composant mécanique nécessite un modèle numérique de comportement de ce composant 
efficace, fiable et rapide, afin de conserver à ces outils tout leur attrait d’interactivité, de 
flexibilité et de pertinence. 
Ainsi, nous proposons de chercher et développer de nouveaux modèles plus performants et 
plus directs – idéalement, sous forme analytique – pour les ressorts coniques et les ressorts de 
torsion simples et doubles. A terme, ceux-ci seront à la base d’outils de synthèse pour la 
conception de ces ressorts, à l’image de celui pour les ressorts de compression qui est dans le 
catalogue de l’IST depuis quelques mois. 
 
Dans le domaine des outils d’assistance à la conception de ressorts, il apparaît que la plupart 
se limite à simplement vérifier que le ressort testé par l’utilisateur est valable pour l’usage qui 
en est prévu. Seul le logiciel « Optimum Spring Design » de l’IST apporte une évolution 
technologique intéressante par rapport à ses concurrents, en étant un véritable outil de 
synthèse pour les ressorts de compression cylindriques. Nous avons activement participé au 
dévelop
lo
 45
 CHAPITRE I : Etude bibliographique 
 46
 
 	
	
 
		
							
	
  
  !  
" #$%!&'& ()
* +  (
 ,- (
 &.  ("
" #%%&$& (*
* #$&  (
" +&'%& %%  ((
" /&
 [ ]0)∈  ((
"" /1&
 [ ] 0∈  ((
"* 	'&  (2
* + %%%&&'  (
* /&
 [ ]) +0++∈  (3
*" /1&
 [ ] +0++∈  (3
 %$$$ (
 
&  2)
 &&4  2)
" /1$  2)
" #$
1&  2
" &&4"  2
"" /1$  2"
"* #$&
&5&'  2*
" &
& &. 2(
* 
&&  )
* &&4*  )
*" /1$  )
( %&$ 
( &.$.&  "
(" 5&$&!  "
(" &.61&7  "
("" &."6&7 *
(* & 4*  (
( && %&$  
2 	$& && 3
2 &&&'% +  
2" &&%%% "  
2* 8& 3)
 	&&!  3)
 && 3)
" &&& ''  3
3 &&   3*
	
 	
	
 3
				
	
# 	 9 #.&&-
%# 	 9 #.&&':-! % -
# 	 9 #.&&:-
"# 	 9 #.&&':-
; 	 9 <&&&-<
+ 	 9 +'&6&/7-
+ 	 9 +'&!=&-
8+ 	 9 +'!=&:6&%&7-
+ 	 9 +'&-
+ 	 9 +':&6&%&7-
)+ 	 9 +'&=-
+ 	 9 &'%-
"+ 	 9 8&'%-
 	 9 	%%6&/7->
 	 9 	%%$&->
 	 9 	%%6&&1&7->
 	 9 %%%->
" 	 9 8%%%->
 	 9 6&7->?
@+ 9 	''-%/&->
@>+ 9 	''-%/1&->
@+->+ 9
	' '-   %  / &  1
&->
 	 9 #%&-
A 9 %%
 	 9 >=-& :=&)6 # 7  6 "# 7
 	 9 >=&:
% 	 9 >=&=6:=&&/7
 	 9
 & %& $ &%% )+ 
+ 
 	 9 ..&&-
∆  9 #%&$&-
%∆ 	 9 #%&$&=-
∆ 	 9 #%&$!=&6&7-
%B 	 9 #%&$&&=-
B 	 9 #%&$&!=&6&7-
AC  9 &&$&'-%-<
A"C  9 &&$&'-%"-<

 	
	
 
  	
  		  	
 
 	  
 
	    	
 
  	    



			


  	
 	
     !
  !!   
  


	
"
#!!!
 

$

 	
    
 		% 


 
!  	
 
   	   


	


	



%!
!

			



!
 

	
 

 





	 				

	 	 			!			

D!%&&8%$

 # - "# -- )+ -    6%E'7





















&
 ''()
	


   &  :   %  =  /'  $& 
=&-$ $F &
.&-  &%%&&'&&
&':-=&$ $

"
#

)+ 



spires 
actives
spire 
d’extrémité
"
# "
spire 
d’extrémité
 	
	
 ()
-

++ ) −=  6	7
++ 8 +=  6	"7
 G + &&':&-
  )+ &&'&=-	
  + &&'&!=&-	
  8+ &&'!=&:	

H &   $   %- &&  =  &
   :  - &     
&&:+5& $=&
&&'/(	%-&&
&&; 

"	 #$			%	!	&		

 &' & 6  $&-  I! =&J7- &  '
&- &  & $ .
:6%E'"7

1 	(
&/:/-&&-
%'&=&5-!=&0
1 	*
&&&'&& -:&
%&
















&
 ''*)
	

	

	
	(*

+' &  I1&J 6.7 I&J
6."7'6%=&71
+&6.7
"
##

"

−
> 
+&6."7
"
##

"

−≤ 
$.&:&:

type 1 type 2 
libre →
comprimé →
 	
	
 (

'	 (			

+!&&'1%%
$/6%E'*7
&/&6:
-.&&7-&1&6:&
%&7

























&
 ''+),!
 
!	
	
	
-	

	.



)	 				*+				

&&=&'1%%6%E'*7:K%
&&/&1&+-,-!& &=
-  : &= & & %% ) =   & &' )++ = +
 - -  &   & $ /   +
-- &  $& & &'+ 
+E'*&&:
&6 # 7:!=&6%&$$&7+.
/%&=&%%&!
=$&&&&%=&.
=&.-&
-&,F!	%%-& &.
 transition non-linéaire
OU escamotées
OU 
 
empilées
longueur libre  linéaire
0
effort P
lo
n
gu
eu
r 
L

T
C 
+
+
 
O )+
 	
	
 ("
   && /.
-!

)	 ,					
# &/ &L,M &=%&$ 6%E'*7-  &   
:  &=  %&/-  &    !   
6%$7

( ) ( )""""

####"
;


++
=  6	*7

>N

+ :& &% ! &     ! '&  
& $"

+ &'  & / 1& LM 6% E'7- &  :  &
':/- % &= 76 % − !
=&-  I&J   .- IJ   ." % 
&=&=%&/
















&
 ''/)


	

	)



 /. $&  &=  
$/%%
&1&#&/&,
-&&&&'&=%&/+ =&  
%&/-%&&
&'1%%  & H &  &  & & '   
%&$ /.$& B - &   & &   :  & 
     &   6 & ' 7  &  I1
=&J-     & &  & ' =    & 
I=&J   % &     +  / 
 K&!&	-&:
&  %    :# /- %  
':  !)!'':&
$&&/&'1%%1&
type 1 type 2 
spires libres
spires 
empilées 
67 
 
%
)

spires 
actives 
spires libres 
spires 
escamotées 
+67 −
 	
	
 (*
E&! & % &- & &  &=O
 # O&%&$$& B %& %%$&
&. &-
 ! & /& && & %&$ &.    
&&5&%&$&&
#&- &.!'$ &%&$
:&

1 & %&$   :     :&   % 
&=6&7-
1 &%&$: :& 76 % − 
&6I&?J7

)"	 #%		%$		
# - & & !- &%&$
&&  !&%&$&
&=K&&!&%&&$L#D32M

[ ]

;
672
67B 
*
% =  6	7
G ( )[ ]" ?###
"

67 −+=   & . .   &&-
&&&E'

#  - & %&$ &   &?  ! &
%&$'$&&=&-K&&
6&&7



++
B

8
 
−
=  6	(7
G ( )
"?
"
""
8
"
##
-)$+









	










 −
−=  6	27

 	
	
 (

''()$  +  8+ 		



+I J &I$&J6%E'*7
&.

)'	 #								$		
8 & = &'1%%   - &   % &   &
/ & 6 &  :  &=7  1& 6&  :
'':&%&$$&7%$

& %%      & &'   +     & %%  && & &
'  : 6 "# 7   %&$ & $& B     
-& '&::%

"% B76#B = 
 G
( )

8

*
"

++

;
"?#2
−
= 


*
"
8


#3
7+6+;

−
=

6	7
D%  -&&'

?++ ) −=

6	37
8 & = &'1%%   - &  $&   &  
& -  & &'& ! & %%$& 
%   $
 & %%$&    & &'& +    
& %%&&&&:6 # 7%&$&$&
Phases de 
compression libre
état de compression 
quelconque escamotées/empilées
 
 
 
Ressorts de 
type 1 
(non-
télescopiques) 
 
"
##

"

−
>  
  
 
 
Ressorts de 
type 2 
(télescopiques) 
 
"
##

"

−≤  
  COMPRESSION 
8+
+
)+8 =
+
 	
	
 ((
B -&':&1&P#"#-& %%
$&  


*

8


#3
7+6+;

−
=  6	7
+ &'  +   && : & 	" +  ,-    
% &= &'1%%+ :
 ! % & $ &.   &  




"	 (	&		%		 %%	

+ =F&%&&&.&'1%%
!6%E'*7
>  .  & :/ :  &/ &
&&    +   & /   =  & K
  &  & &'/ 8-  &P &    /
'&	%%-& &'/& 8L83)M&/
   & & + %&$     %%  
&%&$:&&/&-&&
 &  .&/%&$ :&&  &  
:&'$&+$ %B %&$:&&
 & & B     & '/" >  1 &
&& $&.


"	 		
	 [ ]0)∈ 	
	
    /- &       + &' +  !
& %%K&&

 [ ]0)∈ 
 ?++67 ) −=  6	)7


""	 	-	
	 [ ] 0∈ 	
	
+&'+&&'&=& )+ %&$∆ 

∆−= )++67  6	7
+&.&%&$∆ &&&&&'+
- & $ &.  ∆  &  ! & $ 
+67-&&'%& %%
:& - % 6&=&=7K&&&
:&     &&& & %&$ &   &= F & %&$
&&?-%%  &
   + '&:&:%

 [ ] 0∈ 
 %% B76B =  
 	
	
 (2
 G
[ ]

8

*
%

++
;
762
−
=  



	






−




 −
−
= 
?*


8
"

% #
3
;7+6+
##

  6	"7

+%&$&∆ &$%&$-&&&= 
-&&&? 

% QQQ +=  
 +=

%
% 



)
% B67BQ  
E&

( ) 




−−+


	






−











−+
−
=

%
8


%

"
"






7+6+



#
#

##;
#"
Q67  6	*7

>N

D% % -/&:K& %Q 
Q /& $*

+&' !6 &&7K
&&&%&:

( ) 













−×−+


	






−











−+
−
−=

%
8


%

"
"




)


7+6+



#
#

##;
#"
++67  6	7
: + - 8+   %  % :  & 	- 	2 
	"


"'	 	&	

# %- % $&&&:&& %% <
=  - & %%  % !     &    : 
&' &=-  %  =  &&   & :&     &   % 
- & %% & & %%$&    &    &=- 
)% =  &&   & :&       ! $   & 
	"

1   < - %  > -
1   > - )% < 
 -  I J   & & 
	"-%:=&& %  >  )%< -'
%&. % :&=&&&&:&& %% 

 H& -


















	






−




 −
−
= )00#
3
;7+6+
##

$ 
?*


8
"

%  6	(7
	& & 	(  &&&  % - & 	 K&
=+67 & 
&&    
 	
	
 (
'	 ( 	%%		%			&	

#&-&%+67& '& $&.
&&'%& %%-!
%%- & &' /&&+ : 6 &
  & %%  !   && &'- % E'(7 
'&   ' K  &       & &
&





















&
 ''0)1	
 	
+67 	
"
#6+7 
	2


- &% 6+7 -$&.
 & %%  %  & &'-  ! + %
6+7   %$ 
 &/ &-  &/1
& 6% E'27 +        %  &
'/*








inversion 
0
longueur L
ef
fo
rt
 
P
P(L) 
0
effort P
lo
n
gu
eu
r 
L
L(P) 
 	
	
 (3


















&
 ''3)
!


-$.

)




'	 		
	 [ ]) +0++∈ 	

# /- &    -  &    : +67 
6+7

 [ ]) +0++∈ 
 +76+6+7 ) −=  6	27

'"	 	-	
	 [ ] +0++∈ 	

#/- &   &% :+67 =
6+7 [ ] +0++∈ -&.&&&& 	*&&&
: &   Q    & &  	*  K :  
&.5  ?* 6%& 	"17
	%%- [ ] +0++∈ -& 	*:&

( )
"
?*
8
?*


?*"
"
8
##
++
3
;


##
#
7+6+
−
−






−
−
−=∆ 
 ( ) ( )"



?*

*


8
"




?* ##;
#"

#3
;7+6+
##;
#"


−
−




 −








−
+ 
$ 

R?RRQ (?*2 ++=  6	7
:
 ( )"



(
##;
#"
R
−
−=  6	37

( ) *?8
"
2 ?7+6+;
7#6#3
*
R −
−
−=  6	7
 "
"
8
##
#
7+6+R
−
−=  6	")7
0
longueur L
ef
fo
rt
 
P
phase 
non-linéaire
phase 
linéaire


+
T
C
+
 
)+
O
P(L) 
 	
	
 (
	&&& 	 ?* -=&&&.5 ?* 

( ) )RQRR 2?*?*( =+−+  6	"7
   *?$ = -  &.& '  $ K 
%:&&

)$$ ) =++  
 :
 (
)
(


R
++R
R
QR

+−
=
−
=  
(2) R?R =  
	$&&/ &.5'-=&
/L(M-&&.

"?
"?
)
"
)))
"?
)

=*

=
=*

=
=*

=
"

=*

=
"

$




























−





+−+−





+−












+=  
:
 ( )[ ] *?"?*)" "?"(2?2?= −+=  
  &  &  	  =-   &  6+7-
& $&.& %%%&&'-!
/1&

 [ ] +0++∈ 
 ( ) ( )[ ]( ) *"?"?""*?" ?RR"?"R6+7





 +−−−=  6	""7
 :
 R*
R
RR
*
"
* −=  6	"*7
 (2" R?RR −=  6	"7
 ( ) ( )[ ]{ } *?"?*""* *?R?2R?2RR ++=  6	"(7

"
(
)

R
++R
R 




 +−
=  6	"27
(R - 2R   R   % :  &
	3-		")



)	 %	$		$$	

%:&&:$&/-
  $$  & #  &  1& 
+&'1%%&!
$&+$&!&&
&' & ? & &'   :       %% 

>    &  & =   $
  !  & 5& &  $     




 	
	
 2)
)	 		
					

+-&4-&8 $
&-&&&=/$&&&&
'=/$&&

)	 				.	
% :K=F&&&-&
4    6% =&"7-   :  
 &&

 
Ressort #1 
#  7.42 mm 
"#  18.28 mm 
  0.80 mm 
)+  18.71 mm 
  4.50 spires 
  2  
;  72000 MPa 
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Ressort #2 
#  9.04 mm 
"#  12.81 mm 
  1.20 mm 
)+  37.50 mm 
  7.10 spires 
  1.5  
;  81500 MPa 
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Ressort #2 
Spires A B C D E F G  
#  12.77 12.07 11.30 10.80 10.00 9.55 9.04  mm 
"#  12.81 12.77 12.07 11.30 10.80 10.00 9.55  mm 
  1.20 1.20 1.20 1.20 1.20 1.20 1.20  mm 
)+  4.87 5.16 5.07 5.03 4.93 4.77 4.75  mm 
  1.10 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00  spires 
  0 0 0 0 0 0 0   
;  81500 81500 81500 81500 81500 81500 81500  MPa 
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Ressort #3 
#  15.19 mm 
"#  27.02 mm 
  1.51 mm 
)+  14.64 mm 
  3.25 spires 
  2  
;  81500 MPa 
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fin de la première spire active
fin de la spire d’extrémité
début de la seconde spire active
début de la première spire active
début de la spire d’extrémité
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a) extrémités rapprochées      b) extrémités rapprochées-meulées 
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Ressort #3 modifié 
#  15.19 mm 
"#  27.02 mm 
  1.51 mm 
)+  13.50 mm 
  3.25 spires 
  1.25  
;  81500 MPa 
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 Ressort #4 Ressort #5 
#  10.00 mm 8.000 mm 
"#  20.00 mm 23.00 mm 
  1.000 mm 1.000 mm 
)+  25.00 mm 35.00 mm 
  3.5 spires 7 spires 
  1  1  
;  81500 Mpa 81500 MPa 
V+ =
>)= 
V>"> "≤≤
2
V+" =
Point de 
fonctionnement 1 
Point de 
fonctionnement 2 
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 Ressort #4 Ressort #5 cf. 
+  24.00 mm 34.00 mm %''( 
8+  0.000 mm 0.000 mm %''3 
%  3.191 spires 4.220 spires %''(0 
+  12.27 mm 12.30 mm %''(/ 
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 Ressort #4 Ressort #5 cf. 
"+  6.27 mm 6.30 mm  
+  13.75 mm 22.16 mm %''6 
"  19.37 N 21.55 N 
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Nomenclature du Chapitre III 
 
Angles 
α = Angle système : angle formé entre O1 et O2, défini par ( 1AOO ; 2AOO ) dans le plan 
du Modèle Simplifié, le ressort étant en charge 
α* = Angle système initial : angle formé entre O1 et O2, défini par ( 1AOO ; 2AOO ) dans le 
plan du Modèle Simplifié, le ressort étant au repos 
αX = Second angle définissant l’inclinaison du corps-tube par rapport à l’arbre, défini par ( TY ; RY )  
αY = Premier angle définissant l’inclinaison du corps-tube par rapport à l’arbre, défini par ( SX ; TX )  
α1 = Angle entre O1 et A’, défini par ( 1AOO ; A'AO ) dans le plan du Modèle Simplifié, ou 
dans le plan vectoriel ( SX , SY ) (Modèles Tube et Non-Linéaire)  
α2 = Angle entre B’ et O2, défini par ( B'AO ; 2AOO ) dans le plan du Modèle Simplifié, ou 
dans le plan vectoriel ( SX , SY ) (Modèles Tube et Non-Linéaire) 
∆α = Déflexion angulaire du système 
∆ϕ = Déflexion angulaire du ressort 
δ = Angle entre A’ et B’, défini par ( A'AO ; B'OA ) dans le plan du Modèle Simplifié, ou 
dans le plan vectoriel ( SX , SY ) (Modèles Tube et Non-Linéaire)  
ε = Angle d’hélice des spires du corps  
ϕ = Angle ressort : angle formé autour du centre O du ressort et entre les bases des branches, A’ et B’, le ressort étant en charge 
ϕ* = Angle ressort initial : angle formé autour du centre O du ressort et entre les bases des branches, A’ et B’, le ressort étant au repos 
θΑ  = Angle positionnant le point A’ par rapport à A, défini par (OA ; OA' ) dans le plan 
vectoriel ( RX , RY )  
θΒ = Angle positionnant le point B’ par rapport à B, défini par ( BO' ; B'O' ) dans le plan 
vectoriel ( RX , RY ) 
θ1 = Angle orientant Rb1 par rapport à RS, défini par ( SX ; 1X )  
θ2 = Angle orientant Rb2 par rapport à RS, défini par ( SX ; 2X )  
Couples 
CA = Couple système, Nm 
CO = Couple ressort, Nm 
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Efforts de contact 
AP  = Effort de contact de l’arbre sur le corps, en Ac, de norme PA 
BP  = Effort de contact de l’arbre sur le corps, en Bc, de norme PB 
1C
P  = Effort de contact de la pinnule 1 sur la branche 1, en C1c, de norme PC1 
2C
P  = Effort de contact de la pinnule 2 sur la branche 2, en C2c, de norme PC2 
Paramètres physiques 
D = Diamètre moyen des spires, en charge, mm 
D* = Diamètre moyen des spires, au repos, mm 
d = Diamètre du fil, mm 
n = Nombre de spires, en charge 
n* = Nombre de spires, au repos 
E = Module d’Young du matériau du fil, MPa 
DA = Diamètre de l’arbre d’appui central, mm 
DAV = Diamètre virtuel de l’arbre d’appui central, mm 
L = Longueur du fil du corps, mm 
LB = Distance entre les projetés des points OA et B dans le plan ( SX , SY )  
R1 = Entraxe entre l’arbre central et la pinnule 1, mm 
R2 = Entraxe entre l’arbre central et la pinnule 2, mm 
d1 = Diamètre de la pinnule 1, mm 
d1V = Diamètre virtuel de la pinnule 1, mm 
d2 = Diamètre de la pinnule 2, mm 
d2V = Diamètre virtuel de la pinnule 2, mm 
l1 = Distance entre A’ et C1, définie par 1CA'  
l2 = Distance entre B’ et C2, définie par 2CB'   
Points particuliers 
A = Premier point de contact virtuel entre la ligne moyenne des spires et l’arbre virtuel de diamètre DAV  
Ac = Premier point de contact entre le corps et l’arbre central 
A’ = Le point à la base de la branche 1, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 1 
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B = Second point de contact virtuel entre la ligne moyenne des spires et l’arbre virtuel de diamètre DAV  
Bc = Second point de contact entre le corps et l’arbre central 
B’ = Le point à la base de la branche 2, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 2 
C1 = 
Point virtuel de contact entre la ligne moyenne de la branche 1 et la pinnule 1 
virtuelle de diamètre d1V  
C1c = Point de contact entre la branche 1 et la pinnule 1  
C2 = 
Point virtuel de contact entre la ligne moyenne de la branche 2 et la pinnule 2 
virtuelle de diamètre d2V  
C2c = Point de contact entre la branche 2 et la pinnule 2  
O = Centre du cercle représentant la première spire (Modèle Simplifié), ou Point projection de A sur l’axe de l’arbre central (Modèles Tube et Non-Linéaire)  
OA = Centre du disque représentant l’arbre central 
O1 = 
Centre du disque représentant la pinnule 1 (Modèle Simplifié), ou Point projection 
de C1 sur l’axe de la pinnule 1 (Modèles Tube et Non-Linéaire) 
O2 = 
Centre du disque représentant la pinnule 2 (Modèle Simplifié), ou Point projection 
de C2 sur l’axe de la pinnule 2 (Modèles Tube et Non-Linéaire) 
O’ = Point projection de B sur l’axe du ressort  
Raideurs angulaires 
Rcorps = Raideur angulaire du corps du ressort, Nm/rad  
Rcorr = 
Raideur angulaire du système, corrigée pour tenir compte de la flexion des branches, 
Nm/rad   
Vecteurs 
Bu  = Vecteur unitaire colinéaire à la projection de BAO  dans le plan ( SX , SY )  
Xu = Coordonnée sur SX  du vecteur unitaire Bu   
Yu = Coordonnée sur SY  du vecteur unitaire Bu   
1ξ  = Vecteur unitaire colinéaire à la ligne moyenne de la branche 1, défini par 
1
1
l
CA'  
2ξ  = Vecteur unitaire colinéaire à la ligne moyenne de la branche 2, défini par 
2
2
l
CB'  
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Ce chapitre présente trois nouveaux modèles décrivant le comportement des ressorts de 
torsion simples. Deux d’entre eux sont des modèles linéaires basés sur une raideur angulaire 
corrigée et constante, issue de la norme EN 13906-3. Chacun des modèles linéaires propose 
la détermination de l’angle ressort « libre » (ou « initial ») selon un niveau de précision 
croissant. Le premier modèle évalue cet angle à partir d’une étude plane. Le deuxième étudie 
le comportement du ressort dans l’espace en modélisant le corps du ressort par un tube 
cylindrique. Enfin, le troisième modèle est une extension du modèle tube qui permet 
d’appréhender un comportement non-linéaire du ressort. 
Dans l’étude linéaire, seul l’équilibre du ressort non chargé est pris en compte. La suite de la 
caractéristique est calculée à partir de la raideur corrigée initiale du ressort. Dans l’étude 
non-linéaire, le ressort est déformé par son couple interne ce qui engendre un nouvel état 
d’équilibre auquel on associe un couple extérieur. Cet ensemble permet de tracer une 
caractéristique système non-linéaire. L’étude non-linéaire est réalisée sur le modèle tube.  
 
 
 
1. Considérations générales 
 
Le ressort de torsion simple est un composant très fréquemment employé dans divers 
systèmes mécaniques. On le retrouve en particulier dans de nombreux matériels 
électromécaniques, tels que des interrupteurs ou des disjoncteurs (cf. Figure III.1).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.1 - Ressorts de torsion simples dans un disjoncteur basse tension 
 (Télémécanique, groupe Schneider Electric) 
 
Dans un mécanisme utilisant un ressort de torsion, prévoir la relation entre l’angle et le couple 
est particulièrement intéressant pour dimensionner puis simuler ce système. Trois nouveaux 
modèles du ressort de torsion simple sont ainsi présentés dans ce chapitre. Leur principal 
objectif est la détermination de la caractéristique angle-couple du système dans lequel un 
ressort de torsion simple est monté. Cette loi de comportement peut être linéaire ou non, selon 
les conditions d’utilisation du ressort.  
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La caractéristique linéaire se traduit par une raideur angulaire constante. Une proposition de 
raideur angulaire corrigée, pour prendre en compte la flexion des branches, fait l’objet d’une 
première partie dans ce chapitre. Puis lorsque la raideur est établie, il suffit de connaître un 
point de fonctionnement (i.e. une valeur d’angle associée à une valeur de couple) pour 
déterminer l’ensemble de la caractéristique angle-couple linéaire du système. Dans l’optique 
d’un modèle de simulation, le point de fonctionnement le plus « simple » à calculer est le 
point initial : angle système libre, couple nul. Ainsi dans une deuxième partie du chapitre, 
sont présentés deux premiers modèles pour le ressort de torsion simple dont la fonction 
principale est le calcul de l’angle système libre (ou initial), selon deux approches différentes. 
Le premier modèle – appelé « Modèle Simplifié » – étudie la mise en position du ressort sur 
ses appuis selon une représentation plane. Le deuxième modèle – appelé « Modèle Tube » – 
traduit le comportement du ressort par l’étude de son positionnement sur ses appuis, dans 
l’espace. Le Modèle Tube est basé sur l’hypothèse d’un corps de ressort assimilé à un 
cylindre.  
Dans le cas d’une caractéristique non-linéaire, la raideur angulaire et les conditions d’appui 
du ressort évoluent au cours du chargement. Ainsi, un troisième modèle est proposé pour 
déterminer la caractéristique angle-couple non-linéaire du système. Appelé « Modèle Non-
Linéaire », il reprend les caractéristiques du Modèle Tube, qui peut se déformer en torsion via 
la raideur corrigée précédemment évoquée. Il établit point par point la loi de comportement 
angle-couple éventuellement non-linéaire du système, en calculant l’équilibre statique et la 
déformée du ressort, puis l’angle système en différents points au cours du chargement.  
Ces différents modèles permettent donc une simulation des phénomènes de mise en travers et 
de polarisation dans un plan et dans l’espace du ressort de torsion simple. La confrontation de 
ces modèles à des essais expérimentaux est présentée en fin de chapitre. 
 
 
Ressorts et cas d’utilisation concernés par ces nouveaux modèles. 
Les modèles présentés dans ce chapitre permettent de simuler le comportement d’un ressort 
de torsion simple (cf. Figure III.2, Figure III.3 et Figure III.4) : 
- constitué d’un fil à section circulaire, 
- possédant deux branches tangentes ou radiales au corps, 
- présentant un corps cylindrique constitué d’un nombre quelconque de spires 
jointives, enroulées hélicoïdalement,  
- dont le corps est en appui sur un arbre cylindrique, 
- dont les branches sont chacune en appui sur une pinnule circulaire d’axe 
parallèle à celui de l’arbre, la première pinnule étant fixe et la seconde 
possédant un mouvement de rotation autour de l’axe de l’arbre. 
Chacune des deux branches des modèles proposés est soit « tangente » soit « radiale ». Une 
branche est dite « tangente » si elle est tangente à la spire qu’elle prolonge. Elle est dite 
« radiale » si elle est radiale à sa spire adjacente. Trois associations de branches sont 
envisagées : si les deux branches sont tangentes, le ressort est dit « à branches tangentes » 
(cf. Figure III.2), si les deux branches sont radiales, le ressort est dit « à branches radiales » 
(cf. Figure III.3), et si une branche est tangente et l’autre est radiale, le ressort est dit « à 
branches mixtes » (cf. Figure III.4). 
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Figure III.2 - Conditions d'appuis du ressort à branches tangentes, 
 chargement des branches et du corps 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.3 - Conditions d'appuis du ressort à branches radiales, 
 chargement des branches et du corps 
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Figure III.4 - Conditions d'appuis du ressort à branches mixtes, 
 chargement des branches et du corps 
 
La Figure III.5 définit les principales caractéristiques dimensionnelles et fonctionnelles 
propres au ressort de torsion simple étudié dans ce chapitre.  
 
 
d 
D 
ϕ 
A’ 
B’ 
O
branche 1
branche 2
corps
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.5 - Principaux paramètres du ressort de torsion simple étudié  
(ici pour des branches tangentes) 
 92
 CHAPITRE III : Etude du ressort de torsion simple 
L’« angle ressort » ϕ est l’angle mesurant la torsion propre du corps du ressort. Quel que soit 
le type de branches (tangentes, radiales ou mixtes), il est mesuré autour de son axe (point O) 
entre les deux bases des branches : A’ et B’. Il augmente au cours du chargement du ressort.  
Le diamètre moyen d’enroulement des spires est D. Il diminue au cours du chargement. Enfin, 
d est le diamètre du fil. 
 
Les caractéristiques dimensionnelles et fonctionnelles du système d’appuis dans lequel le 
ressort de torsion est monté, sont définies dans la Figure III.6. L’arbre d’appui central et la 
pinnule 1 sont considérés fixes. La pinnule 2 possède une liberté de mouvement selon un 
cercle de centre OA et de rayon R2. L’« angle système » α traduit l’angle le plus révélateur de 
la position angulaire d’un tel système, celui qui est exploitable pour définir – par exemple – la 
cinématique du système. Il est mesuré autour de l’axe de l’arbre (point OA) entre les deux 
centres des pinnules (O1 et O2). Il augmente également au cours du chargement du ressort. 
 
d1 
d2 
DA 
O1 
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α  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.6 - Paramètres du système d’appuis dans lequel est monté  
le ressort de torsion simple étudié 
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2. Raideur angulaire corrigée 
 
Pour déterminer la caractéristique angle-couple linéaire d’un système utilisant un ressort de 
torsion, nous avons vu plus haut que la première étape consiste à déterminer sa raideur 
angulaire.  
Nous proposons ci-après Rcorr, une raideur angulaire corrigée du système. Elle constitue une 
évolution de la raideur angulaire non corrigée du corps du ressort définie par Ancker et 
Goodier [ANC 58] (cf. Chapitre I, 4.2), que nous rappelons ici : 
Dn 64
d E
  R
4
corps =   en Nm/rad 
Précisons ici l’origine de cette expression, en considérant tout d’abord un élément de fil du 
corps du ressort dont la courbure est négligée (cf. Figure III.7) :  
 ∆θ 
C0 
σd 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.7 - Flexion d’un élément de fil, à l’origine de l’expression de la raideur angulaire 
non corrigée d’un ressort de torsion  
 
La contrainte maximale σ dans cet élément de fil circulaire soumis au moment C0 est donnée 
par le résultat classique pour une poutre en flexion : 
2d
I
 C   σ 0=   avec I le moment quadratique du fil, 64
d π
  
4
=I  
 
De plus cette contrainte est localement liée aux déformations du matériau par les lois 
classiques de l’élasticité linéaire : 
L
L 
 E  σ
∆=   avec L la longueur du fil constituant le corps, L = π D n 
 
La variation de longueur ∆L engendre la flexion ∆θ du fil (cf. Figure III.7) selon la relation : 
∆θ 2
d 
  ∆L =   
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On en déduit : 
n D π
∆θ 2
d 
 E  
64
d π
 2d C 
4
0 =
 
 
Soit, l’expression de la raideur angulaire Rcorps cherchée : 
n D64
d E
  ∆θ
 C   R
4
0corps ==  
 
Cette raideur constante traduit une relation linéaire entre la déformation angulaire du corps du 
ressort et le couple de chargement projeté sur son axe. Elle ne dépend donc pas des branches 
du ressort. Afin de prendre en compte la flexion des branches dans le comportement du 
ressort de torsion modélisé, la stratégie adoptée est basée sur une méthode proposée par la 
norme EN 13906-3.  
Il convient ici de préciser les équivalences de notations entre la norme et la suite de notre 
étude. Dans la norme, l’« angle de torsion α » est en réalité la variation d’un angle entre la 
situation du ressort libre et une autre position de fonctionnement du ressort (cf. exemple de 
l’angle « α1 » sur la Figure III.8). Cet angle est mesuré au niveau du contact branche/pinnule 
et autour du centre du ressort. Ainsi, le « α » de la norme est l’équivalent de la variation ∆α 
de l’« angle système » α de notre étude. Même si le « α » de notre étude est défini entre les 
centres des pinnules – et non aux contacts branche/pinnule – le « α » de la norme et le « ∆α » 
de notre étude sont bien équivalents, car ils représentent des variations d’angles.  
 
 
 
Figure III.8 - Angles proposés par la norme EN 13906-3 pour les ressorts de torsion 
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Revenons à la prise en compte de la flexion des branches dans le comportement du ressort. La 
méthode proposée par la norme EN 13906-3 est à la base de notre stratégie pour tenir compte 
du phénomène. La méthode de la norme est illustrée Figure III.9 et Figure III.11. Notre 
stratégie consiste à corriger l’« angle de torsion α » de la norme en lui ajoutant l’angle 
supplémentaire « β » dû à la flexion d’une branche radiale, ou « β' » dû à la flexion d’une 
branche tangente (cf. ci-après). Le résultat obtenu est alors l’angle de torsion corrigé « α' » 
pour une branche radiale, ou « α" » pour une branche tangente.  
Trois hypothèses sont implicitement posées par la norme pour l’application de ces équations : 
• les angles « β » et « β' » ne traduisent la flexion que d’une seule branche sur les deux 
que le ressort de torsion simple possède ; 
• la branche concernée est en appui sur une pinnule circulaire d’un diamètre 
négligeable, en rotation autour de l’axe du ressort ; 
• on suppose la coïncidence entre l’axe du ressort et celui de l’arbre sur lequel le corps 
est guidé ; ainsi l’effet de polarisation du ressort est négligé. 
 
Plutôt que de prendre en compte ces angles supplémentaires en tant que tels dans les modèles 
présentés dans ce chapitre, nous proposons une formulation de la raideur corrigée intégrant 
directement ces angles correctifs. En effet, pour chaque modèle proposé, il est plus intéressant 
d’exploiter une raideur corrigée sous la forme d’une expression unique que de gérer la prise 
en compte de deux angles de correction (un pour chaque branche). 
 
Les modèles de ressort de torsion que nous développons dans ce chapitre proposent des types 
de branches tangentes, radiales ou mixtes. Une raideur corrigée spécifique est proposée pour 
chaque type de branches. 
 
 Raideur angulaire corrigée pour ressort à branches tangentes, Rcorr_tangentes 
En premier lieu, nous allons adapter la méthode de la norme au cas des ressorts de torsion à 
deux branches tangentes afin d’obtenir une raideur angulaire corrigée pour nos prochains 
modèles. Pour une seule branche tangente, l’angle de torsion corrigé « α" » proposé par la 
norme (cf. Figure III.9) est tel que : 
« α" = α + β' », avec « 
D 
R 
 n  π12
1 -
D 
R 
 4
  α
β'
2




=  », 
soit, transcrit dans les notations de notre étude :  
∆αcorr_1_branche_tangente = ∆α + β1tangente,  avec 
D
R n  π12
1 -
D
R 4
  α
β
1
2
1
1tangente




=∆  
NB : 
L’origine de l’expression α
β1tangente
∆ , le rapport de correction d’angle pour une branche 
tangente, est détaillée dans l’Annexe 4. 
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Figure III.9 - Méthode de prise en compte de la flexion d'une branche tangente d'un ressort 
de torsion, proposée par la norme EN 13906-3 
 
La déflexion angulaire corrigée avec les deux branches ∆αcorr_tangentes est d’abord déterminée, 
exprimée dans les notations de notre étude (cf. Figure III.10) : 
∆αcorr_tangentes = ∆α + β1tangente + β2tangente 
 = ∆α + ∆α  ∆  + ∆α  α
β1tangente 


∆α
β2tangente  
Soit : 
∆αcorr_tangentes = ∆α 









 


+



+
D
R n  π12
1 -D
R 4
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  1
2
2
2
1
2
1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.10 - Eléments pour la détermination de la raideur angulaire corrigée d’un ressort 
de torsion à branches tangentes 
 
α 
β2 
β1 
R2 
R1 
branche 2 
déformable 
chargée 
branche 2 
non déformable 
chargée 
branche 2 
non chargée
branche 1 
déformable 
chargée 
branche 1 
non déformable 
chargée 
branche 1 
non chargée 
α∗ 
∆α2 
Déflexion angulaire 
non corrigée : 
∆α = α − α∗ 
 = ∆α2 − β1 
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Or la raideur non corrigée peut s’exprimer ainsi : 
∆α
C  R Ocorps =  
On en déduit la relation entre les raideurs corrigée et non corrigée : 









 


+



+
=









 


+



+
=
=
D
R n  π12
1 -D
R 4
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  1
R
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  1 ∆α
C                   
∆α
C  R
2
2
2
1
2
1
corps
2
2
2
1
2
1
O
ntescorr_tange
O
ntescorr_tange
  
Soit finalement :  









 


+



+
=
D
R n  π12
1 -D
R 4
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  1 D n 64
d E
  R
2
2
2
1
2
1
4
ntescorr_tange  
Cette raideur corrigée est donc adaptée aux modèles de ressort de torsion à branches 
tangentes. 
 
 Raideur angulaire corrigée pour ressort à branches radiales, Rcorr_radiales 
En second lieu, nous allons adapter cette même méthode proposée par la norme, au cas des 
ressorts de torsion à deux branches radiales afin d’obtenir une autre raideur angulaire corrigée 
pour nos modèles. Pour une seule branche radiale, l’angle de torsion corrigé « α' » proposé 
par la norme (cf. Figure III.11) est tel que : 
« α' = α + β », avec « 2
3
D
R  n  π24
1 -D
R 2
  α
β






=  », 
soit, transcrit dans les notations de notre étude :  
∆αcorr_1_branche_radiale = ∆α + β1radiale, avec 2
1
3
1
1radiale
D
R n  π24
1 - 
D
R 2
  α
β








=∆  
 
NB : 
Comme pour α
β1tangente
∆  plus haut, l’origine de α
β1radiale∆ , le rapport de correction d’angle 
pour une branche radiale, est détaillée dans l’Annexe 4. 
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Figure III.11 - Méthode de prise en compte de la flexion d'une branche radiale d'un ressort de 
torsion, proposée par la norme EN 13906-3 
 
On détermine d’abord la déflexion angulaire corrigée avec les deux branches ∆αcorr_radiales, 
exprimée dans les notations de notre étude (cf. Figure III.12) : 
∆αcorr_radiales = ∆α + β1radiale + β2radiale 
 = ∆α + ∆α  ∆
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Figure III.12 - Eléments pour la détermination de la raideur angulaire corrigée d’un ressort 
de torsion à branches radiales
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On exprime la relation entre les raideurs corrigée et non corrigée : 
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Cette raideur corrigée est donc adaptée aux modèles de ressort de torsion à branches radiales. 
 
 Raideur angulaire corrigée pour ressort à branches mixtes 
Enfin, nous allons adapter la méthode proposée par la norme au cas des ressorts de torsion à 
branches mixtes (l’une radiale, l’autre tangente) afin d’obtenir une troisième raideur angulaire 
corrigée. Par analogie avec les déflexions angulaires ∆αcorr_radiales et ∆αcorr_tangentes définies ci-
dessus, on détermine la déflexion angulaire corrigée pour deux branches mixtes ∆αcorr_mixtes 
(cf. Figure III.13) : 
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Figure III.13 - Eléments pour la détermination de la raideur angulaire corrigée d’un ressort 
de torsion à branches mixtes 
 
On déduit la relation entre les raideurs corrigée et non corrigée : 
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Soit finalement :  
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Cette raideur corrigée est donc adaptée aux modèles de ressort de torsion à branches mixtes. 
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En résumé pour l’ensemble des modèles de ressort de torsion, la raideur corrigée du système 
Rcorr vaut soit Rcorr_tangentes, soit Rcorr_radiales, soit Rcorr_mixtes selon que le ressort possède des 
branches tangentes, radiales ou mixtes. 
 
 
 
3. Déterminations de l’angle système initial, α* 
 
Dans le paragraphe 1., nous avons vu l’importance que revêt l’angle système initial (α*) pour 
la simulation de la caractéristique angle-couple d’un système utilisant un ressort de torsion. 
Paredes a proposé la détermination de α* grâce à deux modèles [PAR 00a] : le premier pour 
un ressort supposé centré sur son arbre d’appui, le second pour un ressort non-centré, i.e. en 
contact avec l’arbre et à branches tangentes. 
Avec le « Modèle Simplifié », nous proposons d’enrichir le second modèle de Paredes en y 
intégrant les diamètres de pinnules et la possibilité d’avoir des branches radiales ou mixtes, en 
complément des tangentes.  
Un deuxième modèle, appelé « Modèle Tube », exploite l’équilibre du ressort sur l’arbre 
central à partir d’une modélisation tubulaire du corps du ressort. 
Ainsi, la détermination de α* fait l’objet de deux modèles de ressort différents, présentés dans 
cette partie. Les Modèle Simplifié et Modèle Tube proposés calculent α* selon des niveaux 
de détails croissants, à partir des caractéristiques dimensionnelles du ressort et du système sur 
lequel il est monté. Les mêmes paramètres en entrée et en sortie sont identifiés pour ces deux 
modèles (cf. Tableau III.1). 
 
Entrées Sortie 
D* 
d 
n* 
DA 
R1 
d1 
R2 
d2 
type de branches 
α* 
 
Tableau III.1 - Entrées et sortie des Modèle Simplifié et Modèle Tube 
 
Afin d’illustrer les résultats des modèles présentés dans ce chapitre, nous proposons de 
considérer l’exemple d’un ressort et de son montage – désignés « système-test » – dont les 
caractéristiques sont données dans le Tableau III.2. L’angle système initial α* de ce système 
est évalué plus loin pour les deux modèles présentés, ce qui permet d’établir une base de 
comparaison entre modèles.  
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Ressort et montage tests
D* 18.6 mm 
d 2.00 mm 
n* 6.20 spires
DA 10.0 mm 
R1 25.0 mm 
d1 5.00 mm 
R2 33.0 mm 
d2 3.00 mm 
E 205000 MPa 
branches tangentes  
 
Tableau III.2 - Caractéristiques définissant le « système-test » : le ressort et son montage 
retenus pour un premier test des modèles présentés 
 
Il est intéressant de créer immédiatement un premier élément de comparaison, en exploitant le 
modèle centré de Paredes pour évaluer l’angle α*. D’après ce modèle (cf. Chapitre I, 4.2), 
l’angle initial pour un ressort centré à branches tangentes est défini par : 
( ) ( )




+
+−+



+
+−+ϕ= d*D
4/d*D  R 2
 arctan  d*D
4/d*D  R 2
 arctan  *  *α
2
2
2
1  
Dans le cas du ressort et du montage tests choisis, l’angle obtenu est : 
α* = 3,656 rad  
soit  α* = 209,5 deg 
 
De plus, d’après le paragraphe 2., la raideur corrigée du système est donnée par : 
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Dans notre exemple, cette raideur vaut ainsi : 
Rcorr = 0,424 Nm/rad 
soit  Rcorr = 7,40.10-3 Nm/deg 
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Ces deux résultats permettent de tracer la caractéristique angle-couple linéaire du système-test 
issue de ce modèle centré (cf. Figure III.14). 
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Figure III.14 - Caractéristique linéaire du système-test, établie par le modèle centré de 
Paredes [PAR 00a] 
 
Définissons alors successivement les deux modèles proposés pour le calcul de α*. 
 
 
 
3.1. Le Modèle Simplifié 
 
3.1.1. Définition, hypothèses et caractéristiques du Modèle Simplifié 
Le Modèle Simplifié proposé dans notre étude permet de déterminer l’angle système initial 
α* via la mise en position sur ses appuis du ressort de torsion simple, en connaissant sa 
géométrie et la géométrie des appuis. Il est basé sur celui proposé par Paredes [PAR 00a] 
(cf. Figure III.15) qui déporte tous les efforts dans un même plan. Avec cette approximation, 
un état d’équilibre peut facilement être trouvé. 
 104
 CHAPITRE III : Etude du ressort de torsion simple 
 
R1 
Sϕ1
DA / 2 + d
R2
Sϕ2 
DA / 2 + d
α* 
 
δ=ϕ* 
 
Figure III.15 - Modèle d’étude plan proposé par Paredes [PAR 00a]  
pour les ressorts de torsion 
 
Ce modèle présente l’avantage de déterminer rapidement l’angle système initial. Et ces 
résultats sont obtenus par des formulations plus directes que le Modèle Tube présenté plus 
loin (cf. 3.2). Le Modèle Simplifié propose donc une grande rapidité de calculs, très 
intéressante pour son utilisation dans de futurs outils de conception optimale des ressorts de 
torsion.  
Ainsi, sur la base du choix défini au paragraphe 1. pour le ressort de torsion étudié, le Modèle 
Simplifié enrichit le modèle non-centré de Paredes. Il respecte les hypothèses et présente les 
caractéristiques et dimensions proposées ci-après (cf. Figure III.16, Figure III.17 et 
Figure III.18). 
 
Hypothèses. 
1/ Point de contact corps/arbre situé à la base de la branche pour une branche tangente, et à 
90° en retrait de ce point pour un contact avec branche radiale. 
2/ L’angle ressort ϕ* = ( OA' ; OB' ) (cf. Figure III.5) est égal à l’angle δ dans le repère de 
l’arbre central (cf. Figure III.16). 
 
Le ressort. 
Il est constitué (cf. Figure III.16, Figure III.17 et Figure III.18) : 
- d’un corps 
Le corps du ressort est modélisé par deux couronnes circulaires de diamètre moyen D* (i.e. 
diamètre d’enroulement moyen des spires), et d’épaisseur radiale d (le diamètre de fil). La 
première couronne (en trait pointillé) représente la première spire, liée à la branche 1. La 
seconde couronne (en trait plein) représente la dernière spire, liée à la branche 2. 
- de deux branches rectilignes (« branche 1 » et « branche 2 ») 
Chaque branche est modélisée par un segment de droite, d’épaisseur d. Une branche est dite 
« tangente » si elle est tangente au cercle représentant sa spire d’extrémité correspondante. 
Elle est dite « radiale » si elle est radiale au cercle représentant sa spire d’extrémité 
correspondante. Rappelons que le Modèle Simplifié peut aussi proposer une branche tangente 
et l’autre radiale, qui sont alors qualifiées de branches mixtes. 
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Les appuis entre les pinnules et le ressort. 
Chaque branche du ressort est en appui sur une pinnule circulaire. La branche 1 
(respectivement la branche 2) s’appuie sur la pinnule 1 (resp. la pinnule 2), qui est modélisée 
dans le plan par un disque de diamètre d1 (resp. d2) et de centre O1 (resp. O2). La pinnule 1 est 
immobile par rapport à l’arbre. La pinnule 2 est en rotation autour du centre de l’arbre OA. 
 
Les appuis entre l’arbre et le ressort. 
Le corps du ressort est en appui sur un arbre cylindrique modélisé dans le plan par un disque 
de diamètre DA et de centre OA. Le phénomène de mise en travers du ressort sur ses appuis est 
considéré dans le Modèle Simplifié de la manière suivante. Nous associons à la prise en 
compte de ce phénomène l’hypothèse selon laquelle le contact entre une spire d’extrémité du 
corps et l’arbre d’appui se situe soit à la base de la branche correspondante pour les branches 
tangentes, soit un quart de spire avant cette base pour les branches radiales. En considérant 
que le ressort s’incline faiblement et en négligeant l’angle d’inclinaison des spires (ε) pour 
l’orientation des branches, nous pouvons alors faire l’hypothèse que chaque branche 
appartient à un plan normal à l’axe de l’arbre central. Dans ce cas, les quatre efforts de contact 
s’équilibrant deux à deux, le torseur équivalent des actions auxquelles le ressort est soumis est 
un couple pur porté par l’axe central. Cette hypothèse est confortée par des observations 
expérimentales, qui confirment ces positions approchées des points de contact. 
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Figure III.16 - Définition géométrique du Modèle Simplifié pour un ressort à branches 
tangentes 
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Figure III.17 - Définition géométrique du Modèle Simplifié pour un ressort à branches 
radiales 
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Figure III.18 - Définition géométrique du Modèle Simplifié pour un ressort à branches mixtes 
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3.1.2. Eléments complémentaires pour l’étude du Modèle Simplifié 
Pour le Modèle Simplifié, on définit certains points particuliers : 
- OA, le centre du disque représentant l’arbre central ; 
- O, le centre du cercle représentant la première spire ; 
- O1, le centre du disque représentant la pinnule 1 ; 
- O2, le centre du disque représentant la pinnule 2 ; 
- A’, le point à la base de la branche 1, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 1 ; 
- B’, le point à la base de la branche 2, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 2. 
 
Dans ce modèle, on définit également les angles suivants (cf. Figure III.16, Figure III.17 et 
Figure III.18) : 
- ϕ*, l’« angle ressort libre », est l’angle formé entre le centre du ressort et les bases des 
branches, A’ et B’, pour un chargement nul, i.e. le ressort étant au repos ; 
- δ, l’angle entre A’ et B’, défini par ( A'OA ; B'AO ) dans le plan du Modèle Simplifié ; 
- α1, l’angle entre O1 et A’, défini par ( 1AOO ; A'OA ) dans le plan du Modèle Simplifié ; 
- α2, l’angle entre B’ et O2, défini par ( B'OA ; 2AOO ) dans le plan du Modèle Simplifié ; 
- α*, l’« angle système libre », est l’angle formé entre O1 et O2, défini par 
( 1AOO ; 2AOO ) dans le plan du Modèle Simplifié, pour un chargement nul, i.e. le 
ressort étant au repos. 
 
3.1.3. Détermination de α*, angle système initial, ou au repos 
Le principal résultat du Modèle Simplifié est l’angle système initial α*. Pour le Modèle 
Simplifié, α* est l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et O2 le centre de la pinnule 2 
autour de OA le centre du système, pour un chargement nul. Sa définition géométrique 
(cf. 3.1.2 ci-dessus) et l’analyse des Figure III.16, Figure III.17 et Figure III.18 permettent de 
calculer α* : 
α* = α1 + δ + α2   
avec  *  δ ϕ=   (hypothèse, cf. ci-après) 
2π  Ent(n*)] - *[n  * ×=ϕ    
( )  ++ 11A R d  2 / d  D arccos  si la branche 1 est tangente ( )  1 1AR d - 2 / d - D - *D arccos - 2π  si la branche 1 est radiale 
 ( )  ++ 22A R d  2 / d  D arccos  si la branche 2 est tangente ( )  2 2AR d - 2 / d - D - *D arccos - 2π  si la branche 2 est radiale 
α1 = 
α2 = 
 
Concernant l'hypothèse δ , nous considérons en effet dans le Modèle Simplifié que 
l’angle δ formé par les points A’ et B’ (à la base de branches) autour de l’axe de l’arbre est 
identique à l’angle ϕ* formé par ces mêmes points autour de l’axe du ressort. Cette hypothèse 
est d’autant plus valable que le diamètre de l’arbre D
*  ϕ=
A est proche du diamètre intérieur. 
 108
 CHAPITRE III : Etude du ressort de torsion simple 
 
3.1.4. Caractéristique angle-couple linéaire du Modèle Simplifié 
Pour obtenir la caractéristique angle-couple linéaire d’un système autour d’un ressort de 
torsion simple, les résultats du Modèle Simplifié présentés ci-dessus sont utilisés. A partir de 
l’angle initial système (α*, cf. 3.1.3), et de la raideur corrigée du ressort modélisé (Rcorr, 
cf. 2.), la caractéristique linéaire du système peut être tracée (cf. Figure III.19) : ( ) ( )*α - α R  αC corrA =  
 
Nous reprenons l’exemple du système-test présenté plus haut (cf. Tableau III.2), avec le 
Modèle Simplifié. L’angle système initial α* calculé par le Modèle Simplifié est : 
α* = 3,748 rad  
soit  α* = 214,7 deg 
On note une différence d’environ 5 degrés par rapport au résultat du modèle centré. Cette 
différence est directement imputable au décalage entre les axes du ressort et de l’arbre, qui est 
pris en compte dans le Modèle Simplifié contrairement au modèle centré. 
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Figure III.19 - Caractéristique linéaire du système-test, établie par le Modèle Simplifié 
 
Le Modèle Simplifié a pour vocation d’être un moyen de calcul rapide. Il permet 
effectivement de tracer la caractéristique angle-couple système voulue, à partir d’expressions 
analytiques directes. 
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3.2. Le Modèle Tube 
 
3.2.1. Définition, hypothèses et caractéristiques du Modèle Tube 
L’objectif principal de ce modèle est également la détermination de l’angle système initial α*. 
Pour cela, le Modèle Tube détermine la mise en position d’un ressort de torsion simple 
indéformable dans son système, connaissant sa géométrie et la géométrie des appuis. Pour 
atteindre cette position d’équilibre, le ressort indéformable est soumis à un chargement 
unitaire. La caractéristique distinctive de ce modèle est sa modélisation du corps du ressort 
par un tube cylindrique. Sur la base des choix définis au paragraphe 1. pour le ressort de 
torsion étudié, le « Modèle Tube » (cf. Figure III.20) respecte les hypothèses et présente les 
caractéristiques et dimensions proposées ci-après. 
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Figure III.20 - Définition géométrique du Modèle Tube  
(ici, avec des branches tangentes) 
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Le ressort. (cf. Figure III.20, Figure III.21 et Annexe 5) 
Il est constitué : 
- d’un corps 
Le corps du ressort est modélisé par un tube cylindrique de diamètre D* (i.e. diamètre 
d’enroulement moyen des spires, état non chargé). L’épaisseur de sa paroi est nulle, mais une 
stratégie est proposée plus loin pour intégrer le diamètre de fil dans le modèle (cf. 3.2.2). Sa 
hauteur est la projection sur l’axe du ressort de la distance entre les centres des deux sections 
de fil délimitant le corps. Le tube est ainsi limité par deux plans parallèles entre eux et 
normaux à l’axe du ressort.  
- de deux branches rectilignes (« branche 1 » et « branche 2 ») 
Les deux branches se situent à chaque extrémité du corps. Leurs lignes moyennes respectives 
interceptent les cercles formant les extrémités du tube. Chaque branche est soit « tangente » 
soit « radiale ». Une branche est dite « tangente » si sa ligne moyenne est tangente au tube. 
Elle est dite « radiale » si sa ligne moyenne est concourante avec l’axe du ressort. En 
cohérence avec un principe de fabrication extrêmement répandu pour ces ressorts, chaque 
branche – tangente comme radiale – conserve l’inclinaison de la spire qui la précède. 
L’orientation des branches tient donc également compte de l’angle d’hélice ε, qui définit 
l’inclinaison du fil dans le corps. Chaque branche forme ainsi un angle ε avec un plan normal 
à l’axe du ressort. De la même manière que pour le Modèle Simplifié, les trois mêmes 
associations de branches sont envisagées : « branches tangentes » (cf. Figure III.21 et 
Figure III.22), « branches radiales » et « branches mixtes » (cf. Annexe 5). 
 
Les appuis. (cf. Figure III.20, Figure III.22 et Annexe 5) 
Le corps-tube du ressort est en appui sur un arbre cylindrique traversant. Le contact entre le 
corps et l’arbre se fait via les deux points Ac et Bc. Par rapport au Modèle Simplifié présenté 
précédemment, aucune hypothèse n’est faite sur la position des points Ac et Bc. Leurs 
positions sur les cercles inférieur (HA) et supérieur (HB) sont définies par les paramètres θΑ 
et θΒ. 
Chaque branche est en appui sur une pinnule circulaire dont l’axe est parallèle à celui de 
l’arbre. La branche 1 est en contact au point C1c avec la pinnule 1, qui est immobile par 
rapport à l’arbre. La branche 2 est en contact au point C2c avec la pinnule 2, qui est en rotation 
autour de l’axe de l’arbre selon le rayon R2. 
 
NB : 
Dans les figures illustrant le Modèle Tube (de la Figure III.20 à la Figure III.24), les 
paramètres « pour un chargement nul » α*, D* et ϕ* n’apparaissent pas. Seuls 
apparaissent leurs paramètres équivalents « en charge » α, D et ϕ. Ceci procure à ces 
figures une dimension plus générale, puisqu’elles illustrent un système aussi bien au 
repos qu’en charge. Ainsi, elles ont vocation à illustrer le Modèle Tube, comme le 
Modèle Non-Linéaire au paragraphe 4. 
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Figure III.21 - Définition géométrique du ressort du Modèle Tube à branches tangentes 
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Figure III.22 - Définition géométrique des appuis et chargement du Modèle Tube 
 à branches tangentes 
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3.2.2. Eléments complémentaires pour l’étude du Modèle Tube 
La modélisation du positionnement du corps par un tube d’épaisseur nulle est plus directe que 
celle par un tube d’épaisseur non nulle. Il en est de même pour la modélisation du 
positionnement des branches sur les pinnules. 
Afin d’alléger les formulations déduites des conditions de contact en Ac, Bc, C1c et C2c, les 
« diamètres virtuels » DAV, d1V et d2V sont proposés pour respectivement l’arbre central et 
chaque pinnule. Chaque diamètre virtuel vaut la somme de son diamètre réel associé et du 
diamètre de fil. Ceci permet une intégration directe du diamètre de fil dans le Modèle Tube, 
pour le corps comme pour les branches. En effet, considérons un premier ensemble constitué 
du corps-tube – d’épaisseur le diamètre de fil – en appui sur l’arbre réel et des branches 
cylindriques en appui sur les pinnules réelles. Puis imaginons un second ensemble constitué 
du corps-tube – d’épaisseur nulle – en appui sur l’arbre virtuel et des lignes moyennes des 
branches en appui sur les pinnules virtuelles. Il apparaît que la position spatiale de la ligne 
moyenne du ressort est identique pour ces deux ensembles. L’utilisation de ces diamètres 
virtuels permet donc une détermination plus directe du positionnement du « squelette » du 
modèle – constitué du corps-tube sans épaisseur et des lignes moyennes des branches – tout 
en assurant également la détermination des caractéristiques du modèle présentant un fil de 
diamètre non-nul.  
On définit : 
DAV = DA + d 
d1V = d1 + d 
d2V = d2 + d 
De manière plus imagée, nous pouvons considérer que le « squelette » du modèle évoqué ici 
représente un « modèle filaire » du Modèle Tube. 
 
Par ailleurs, pour le Modèle Tube, on définit certains points particuliers : 
- Ac, le premier point de contact entre le corps et l’arbre central ; 
- A, le premier point de contact virtuel entre la ligne moyenne des spires et l’arbre 
virtuel de diamètre DAV ; 
- A’, le point de la ligne moyenne du fil à la base de la branche 1, i.e. à la jonction entre 
le corps et la branche 1 ; 
- Bc, le second point de contact entre le corps et l’arbre central ; 
- B, le second point de contact virtuel entre la ligne moyenne des spires et l’arbre virtuel 
de diamètre DAV ; 
- B’, le point de la ligne moyenne du fil à la base de la branche 2, i.e. à la jonction entre 
le corps et la branche 2 ; 
- OA, le point projection de Ac sur l’axe de l’arbre central ; 
- O, le point projection de A sur l’axe du ressort ; 
- O’, le point projection de B sur l’axe du ressort ; 
- C1c, le point de contact entre la branche 1 et la pinnule 1 ; 
- C1, le point virtuel de contact entre la ligne moyenne de la branche 1 et la pinnule 1 
virtuelle de diamètre d1V ; 
- O1, le point projection de C1 sur l’axe de la pinnule 1 ; 
- C2c, le point de contact entre la branche 2 et la pinnule 2 ; 
- C2, le point virtuel de contact entre la ligne moyenne de la branche 2 et la pinnule 2 
virtuelle de diamètre d2V ; 
- O2, le point projection de C2 sur l’axe de la pinnule 2. 
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NB :  
Une convention de notation s’applique aux coordonnées des points ou vecteurs des 
Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire. La notation générale est la suivante : 
• «  » est la coordonnée de l’entité « S » (point ou vecteur), selon le premier 
vecteur du repère « R
S,WX
W », 
• «  » est la coordonnée de « S », selon le deuxième vecteur de « RS,WY W », 
• «  » est la coordonnée de « S », selon le troisième vecteur de « RS,WZ W ». 
 
 
Pour l’étude de ce modèle, il est utile de poser les repères orthonormés suivants : 
 
- RS = {A ; SX , SY , SZ }, le « repère système », d’origine A, lié à l’arbre d’appui central 
fixe, avec SY  le vecteur unitaire colinéaire à AOA  et SZ le vecteur unitaire colinéaire 
à l’axe de l’arbre ; 
 TZ
αX 
RZ
RY
TYTX A 
- RR = {A ; RX , RY , RZ }, le « repère ressort », d’origine A, 
lié au corps-tube du ressort, avec RY  le vecteur unitaire 
colinéaire à OA  et RZ  le vecteur unitaire colinéaire à l’axe 
du corps du ressort ; 
 
SXTX
TZ
SZSY A 
αY 
- RT = {A ; TX , TY , TZ }, le repère intermédiaire entre RS et 
RR, d’origine A, obtenu par la rotation de RS d’un angle αY 
autour de SY  ; 
 
- Rb1 = {OA ; 1X , 1Y }, le repère plan d’origine OA, normal à SZ , tel que 1X  est 
colinéaire à la projection dans le plan ( SX , SY ) de la ligne moyenne de la branche 1, il 
permet l’étude des points liés à la branche 1 (cf. Figure III.23) ; 
 
- Rb2 = {OA ; 2X , 2Y }, l’autre repère plan d’origine OA, normal à SZ , tel que 2X  est 
colinéaire à la projection dans le plan ( SX , SY ) de la ligne moyenne de la branche 2, il 
permet l’étude des points liés à la branche 2 (cf. Figure III.24). 
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Figure III.23 - Définition géométrique du repère Rb1 
 
 
 
 
SX
SY
OA
B’
O2 
C2 
A
θ2 
R2 
ligne moyenne 
de la branche2
pinnule 2 virtuelle
∅d2v 
2X
2Y
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.24 - Définition géométrique du repère Rb2 
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Dans ce modèle, on définit également les angles suivants (cf. Figure III.20, Figure III.21, 
Figure III.22, Annexe 5, Figure III.23 et Figure III.24) : 
- ϕ*, l’« angle ressort initial », est l’angle formé entre le centre du ressort O et la base 
des deux branches A’ et B’, défini par (OA' ; B'O' ) dans le plan vectoriel ( RX , RY ), et 
pour un chargement nul, i.e. le ressort étant au repos ; 
- α*, l’« angle système initial » entre O1 et O2, défini par ( 1AOO ; 2AOO ) dans le plan 
vectoriel ( SX , SY ), i.e. le ressort étant au repos ; 
- δ, l’angle entre A’ et B’, défini par ( A'OA ; B'AO ) dans le plan vectoriel ( SX , SY ) ; 
- αX, le second angle définissant l’inclinaison du corps-tube par rapport à l’arbre, défini 
par ( TY ; RY ) ; 
- αY, le premier angle définissant l’inclinaison du corps-tube par rapport à l’arbre, défini 
par ( SX ; TX ) ; 
- θA, l’angle positionnant le point A’ par rapport à A, défini par (OA ; OA' ) dans le plan 
vectoriel ( RX , RY ) ; 
- θB, l’angle positionnant le point B’ par rapport à B, défini par ( BO' ; B'O' ) dans le plan 
vectoriel ( RX , RY ) ; 
- ε, l’angle d’hélice des spires du corps ; 
- α1, l’angle entre O1 et A’, défini par ( 1AOO ; A'OA ) dans le plan vectoriel ( SX , SY ) ; 
- α2, l’angle entre B’ et O2, défini par ( B'OA ; 2AOO ) dans le plan vectoriel ( SX , SY ) ; 
- θ1, l’angle orientant Rb1 par rapport à RS, défini par ( SX ; 1X ) ; 
- θ2, l’angle orientant Rb2 par rapport à RS, défini par ( SX ; 2X ). 
 
L’étude de ce modèle nécessite de créer les paramètres et vecteurs suivants : 
- l1, la distance entre A’ et C1, définie par 1CA'  ; 
- l2, la distance entre B’ et C2, définie par 2CB'  ; 
- Bu , le vecteur unitaire colinéaire à la projection de BAO  dans le plan ( SX , SY ) ; 
- Xu, la coordonnée sur SX  du vecteur unitaire Bu  ; 
- Yu, la coordonnée sur SY  du vecteur unitaire Bu  ; 
- LB, la distance entre les projetés des points OA et B dans le plan ( SX , SY ) ; 
- 1ξ , le vecteur unitaire colinéaire à la ligne moyenne de la branche 1, défini par 
1
1
l
CA'  ; 
- 2ξ , le vecteur unitaire colinéaire à la ligne moyenne de la branche 2, défini par 
2
2
l
CB' . 
 
Enfin, l’équilibre statique (cf. 3.2.3.2) du ressort mène à proposer quatre efforts de contact : 
- AP  : effort de contact de l’arbre/logement sur le corps, en Ac, de norme PA ; 
- BP  : effort de contact de l’arbre/logement sur le corps, en Bc, de norme PB ; 
- 
1C
P  : effort de contact de la pinnule 1 sur la branche 1, en C1c, de norme PC1 ; 
- 
2C
P  : effort de contact de la pinnule 2 sur la branche 2, en C2c, de norme PC2. 
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3.2.3. Développement et résolution du Modèle Tube 
L’objet de cette partie est de présenter l’étude géométrique et l’équilibre statique du ressort de 
torsion selon le Modèle Tube présenté ci-dessus, qui mènent à la détermination de la mise en 
position dans l’espace du ressort. 
Le principe général pour la résolution de ce modèle consiste à déterminer, d’une part les 
angles αX et αY afin de positionner correctement le corps sur l’arbre selon deux points de 
contact (Ac et Bc), et d’autre part les angles θA et θB afin de positionner les points A’ et B’sur 
le ressort, et les branches en contact avec les pinnules (aux points C1c et C2c). Ces quatre 
angles sont obtenus en respectant l’équilibre statique du ressort, et leur détermination 
simultanée est obtenue par un processus d’optimisation numérique. 
Déterminons les principaux paramètres du Modèle Tube. 
 
3.2.3.1. La position du corps du ressort sur l’arbre d’appui :  
 angles αX et αY 
Due à l’asymétrie du ressort de torsion simple et de son chargement, la position inclinée du 
corps sur l’arbre d’appui est paramétrée par deux angles αX et αY (traduisant les rotations 
entre le repère ressort RR et le repère arbre RS au point A), définis au 3.2.2. Dans le Modèle 
Tube, la mise en position du corps par rapport à l’arbre est traduite par l’appui d’un tube (le 
corps) de longueur finie sur un cylindre (l’arbre) de longueur infinie. Cette mise en position 
inclinée implique l’existence de deux points de contact entre l’intérieur du tube et l’extérieur 
du cylindre : les points Ac et Bc (cf. Figure III.20). Le point Ac appartient au cercle (HA) de 
centre O, et le point Bc appartient au cercle (HB) de centre O’ (cf. Figure III.20). De plus, les 
conditions du contact entre le tube et le cylindre induisent nécessairement que (HA) est 
tangent à l’arbre en Ac, et que (HB) est tangent à l’arbre en Bc. Par conséquent, la position du 
corps par rapport à l’arbre – et donc l’évaluation des angles αX et αY – doit obéir 
simultanément à ces conditions de contacts et de tangences aux points Ac et Bc. 
Ces conditions géométriques sont traduites par deux équations, qui permettent de déduire αX 
et αY. Afin de définir ces deux équations, considérons ici le « modèle filaire » évoqué à 
propos des diamètres virtuels dans le paragraphe 3.2.2. Dans le modèle filaire, deux 
conditions nécessaires et suffisantes (Condition1 et Condition2) sont établies pour le respect 
du contact et de la tangence en B entre le corps-tube d’épaisseur nulle et l’arbre virtuel. En 
effet, on peut noter que la définition des angles αX et αY par rapport aux repères RS, RR et RT 
d’origine commune A, et leur agencement pour décrire l’inclinaison du corps par rapport à 
l’arbre (i.e. {RS}–αY→{RT}–αX→{RR} ), induisent le respect systématique des conditions de 
contact et de tangence au point A. 
 Condition1 (contact). Le point B appartient à l’enveloppe de l’arbre virtuel. 
 Soit :  X 2  (C1) ( 0  D - Y Y AVSB,SB,SB, =+ )
 Condition2 (tangence). En projection dans le plan normal à l’arbre, le vecteur AOB  
doit être normal à un vecteur tangent à (HB), le cercle supérieur du tube. Le point H est 
créé afin de définir plus aisément le vecteur tangent. H est situé sur la droite tangente 
au cercle (HB), passant par B, et tel que HB  est un vecteur unitaire (cf. les 
coordonnées de H en Annexe 6). La Condition2 se traduit alors par l’équation 
suivante : 
 ( ) 0  BO . HB
SS Y . X plan 
A =  ( ) Soit : ( ) ( )( ) 0  Y - Y Y - Y   X- X  X- X S,BS,OS,BS,HS,BS,OS,BS,H AA =+  (C2) 
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On obtient alors le positionnement correct du corps du ressort en appui sur l’arbre – avec 
contacts tangents en Ac et Bc – lorsque les valeurs des angles αX et αY sont telles que 
Condition1 et Condition2 sont respectées. 
 
3.2.3.2. Equilibre statique du ressort 
Afin de déterminer AP , BP  et 
1C
P , les efforts de contact en Ac, Bc et C1c, et la direction de 
2C
P , 
l’effort de contact en C2c (dont la norme PC2 est unitaire), écrivons l’équilibre statique du 
ressort (cf. Figure III.21, Figure III.22, Annexe 5). 
SY  est colinéaire à la droite (AOA) et SZ  colinéaire à l’axe de l’arbre d’appui. 
L’analyse de l’équilibre statique en trois dimensions du ressort révèle cinq inconnues: 
• une inconnue pour la norme de AP  (PA), 
• une inconnue pour la norme de BP  (PB), 
• deux inconnues pour la norme et la direction de
1C
P  (PC1 et θΑ), 
• une inconnue pour la direction de
2C
P  (θΒ). 
Pour les déterminer, le Principe Fondamental de la Statique permet d’établir cinq équations : 
deux en résultantes, trois en moments. En effet, compte tenu du fait que les contacts sont 
considérés sans frottement, l’équation d’équilibre des efforts en z donne 0 = 0 et n’est donc 
pas exploitable. Les cinq équations considérées donnent accès aux cinq inconnues PA, PB, PC1, 
θΑet θΒ. Pour cela, le ressort est isolé et le PFS est appliqué au point OA. 
 Bilan des actions extérieures : 
o en Ac :  SAA Y P  P =  
o en Bc :  SS,PSS,PBBB Y Y  X  X u P  P BB +==  
  avec S
B
AV
S,B
S
B
S,B
B Y L
2
D - Y
  X X  +=
L
u  
o en C1c :  SS,PSS,P1CC Y Y  X  X Y P  P C1C111 +==  
o en C2c :  SS,PSS,P2CC Y Y  X  X Y P  P C2C222 +==  
 
D’où : 
 B
B
S,B
S,P P L
X  X
B
=  
 B
B
AV
S,B
S,P P L
2
D - Y
  Y
B
=  
  1CS,P θ sin P -  X 1C1 =
  1CS,P θ cos P  Y 1C1 =
  2CS,P θ sin P -  X 2C2 =
  2CS,P θ cos P  Y 2C2 =
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 Alors, on peut écrire les cinq équations issues du Principe Fondamental de la Statique : 
o résultante sur SX  : 
0   X  X X S,PS,PS,P C2C1B =++  (Eq. III.1) 
o résultante sur SY  : 
0  Y  Y  Y  Y S,PS,PS,PS,P C2C1BA =+++  (Eq. III.2) 
o moment en OA sur SX  : 
0  Z . Y - Z . Y - Z . Y - S,CS,PS,CS,PS,BS,P 2cC21cC1cB =  (Eq. III.3) 
o moment en OA sur SY  : 
0  Z .  X Z .  X Z . X S,CS,PS,CS,PS,BS,P 2cC21cC1cB =++  (Eq. III.4) 
o moment en OA sur SZ  : 
 0  2
D - Y  X-  X. Y  2
D - Y  X-  X. Y AS,CS,PS,CS,P
A
S,CS,PS,CS,P 2cC22cC21cC11cC1
=

+

  (Eq. III.5) 
On en déduit : 
 la norme :  P
1C
( ) ( )
( ) ( )  θsin2D - Y θcos X
θsin2
D - Y  θcos X
 P -  P
1
A
S,C1S,C
2
A
S,C2S,C
CC
1c1c
2c2c
21


+


+
= , d’après Eq. III.5 
 la norme :  PB
si 
2
B
AV
S,B
2
B
S,B
L
2
D - Y
  
L
X








≥


 , on a  
L
X
X
  P
B
S,B
S,P
B
B


=  
  avec  X , d’après Eq. III.1 S,PS,PS,P C2C1B  X-  X- =
si 
2
B
AV
S,B
2
B
S,B
L
2
D - Y
  
L
X








<


 , on a  
L
2
D - Y
Y
  P
B
AV
S,B
S,P
B
B







=  
  avec 
S,B
S,CS,PS,CS,P
S,P
c
2cC21cC1
B Z
Z . Y - Z . Y -
 = Y , d’après Eq. III.3 
 la norme :  PA
S,PS,PS,PA C2C1B
Y - Y - Y -  P = , d’après Eq. III.2 
 et les valeurs des angles θΑ et θΒ, permettant de respecter soit { Eq. III.1 et Eq. III.4 } 
si Eq. III.3 est utilisé pour déterminer PB, soit { Eq. III.3 et Eq. III.4 } si Eq. III.1 est 
utilisé pour déterminer PB. 
 
En raison de la complexité des quatre équations exploitées C1, C2, Eq. III.1 (ou Eq. III.3) et 
Eq. III.4 en αX, αY, θΑ et θΒ, ces quatre inconnues sont évaluées par une méthode utilisant un 
solveur numérique. La résolution de ce système est traduite en un problème d’optimisation 
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numérique. Les quatre inconnues ont le rôle des variables d’optimisation (elles sont 
initialisées à 0 à chaque nouveau calcul), et la fonction objectif est la somme des carrées des 
termes de gauche des quatre équations concernées. Nous utilisons alors un solveur numérique 
pour faire converger la fonction objectif à minimiser vers 0. Lorsque cette fonction atteint 0, 
toutes les équations sont respectées, donc les quatre variables représentent les valeurs 
cherchées pour les quatre inconnues.  
 
3.2.3.3. α*, angle système initial 
L’« angle système initial » α* est le principal résultat présenté par le Modèle Tube. α* est 
l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et O2 le centre de la pinnule 2 autour de OA sur l’axe 
du système. Sa définition géométrique (cf. 3.2.2) et l’analyse de la Figure III.22 permet de 
calculer α* : 
α* = α1 + δ + α2 
avec α1, δ et α2 définis par leur formule dans la partie « Angles » de l’Annexe 6 
 
3.2.4. Caractéristique angle-couple linéaire du Modèle Tube 
Le Modèle Tube propose d’établir le comportement linéaire angle-couple du système sur 
lequel un ressort de torsion simple est monté. Pour cela, on utilise l’angle système initial α* 
précédemment calculé (cf. 3.2.3.3). Puis, à partir de la raideur corrigée du ressort modélisé 
(Rcorr, cf. 2.), la caractéristique linéaire du système (cf. Figure III.25 et l’expression de 
 au 3.1.4) peut être tracé. (α12CA )
En reprenant l’exemple du système-test (cf. Tableau III.2), le Modèle Tube permet d’évaluer 
son angle système initial α* : 
α* = 3,787 rad  
soit  α* = 217,0 deg 
L’angle α* calculé par le Modèle Tube est supérieur de 2,3 degrés à celui calculé par le 
Modèle Simplifié et 7,5 degrés par rapport au modèle centré de Paredes. Cet écart provient de 
l’inclinaison (ou mise en travers) du ressort par rapport aux appuis, qui est plus précisément 
gérée par le Modèle Tube que par le Modèle Simplifié. 
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Figure III.25 - Caractéristique linéaire du système-test, établie par le Modèle Tube 
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4. Le Modèle Tube Non-Linéaire 
 
En se basant sur le Modèle Tube défini plus haut dans le paragraphe 3.2 et en l’enrichissant, il 
est possible d’établir la caractéristique angle-couple non-linéaire d’un système sur lequel un 
ressort de torsion simple est monté. Le Modèle Tube Non-Linéaire reprend intégralement les 
hypothèses et caractéristiques du Modèle Tube, notamment pour la géométrie du ressort et des 
appuis. La nouveauté majeure du Modèle Non-Linéaire (il est désormais désigné ainsi, pour 
ne pas alourdir l’écriture) réside dans le comportement du ressort : le ressort est ici 
déformable, contrairement à celui du Modèle Tube. Le principe du Modèle Non-Linéaire 
consiste ainsi à établir la position d’équilibre sur ses appuis du ressort chargé et déformé. En 
rééditant ce calcul pour une série de valeurs de chargement, une approche point par point de la 
caractéristique angle-couple est obtenue. 
 
 
4.1. Définition, hypothèses et caractéristiques du Modèle Non-Linéaire 
 
Ce modèle a pour objectif principal la détermination de l’angle système α et du couple 
système CA pour un chargement du ressort donné. Pour cela, il simule sa mise en position sur 
ses appuis et son comportement, connaissant sa géométrie, ses caractéristiques matérielles et 
la géométrie des appuis. Les hypothèses, caractéristiques et dimensions de ce modèle sont 
celles du Modèle Tube (cf. Figure III.20), auxquelles sont ajoutées quelques particularités que 
présentons ici.  
 
Au cours du chargement, le corps du ressort se déforme en torsion pure selon son axe, sa 
hauteur augmente et D diminue [IST 80]. En revanche dans ce modèle, on néglige les 
éventuelles flexions longitudinales – dans tout plan parallèle à l’axe du ressort – du corps. 
 
Par ailleurs, la géométrie du modèle est construite sous l’hypothèse de branches 
indéformables. La déformation des branches est prise en compte dans la définition de raideurs 
corrigées (cf. 2.). 
Les frottements inter-spires et au niveau des appuis sont négligés. 
 
 
4.2. Entrées et sortie du Modèle Non-Linéaire 
 
Les données d’entrée pour définir les caractéristiques dimensionnelles du ressort et de ses 
appuis, sont les mêmes que celles du Modèle Tube. 
Par ailleurs, PC2 est la norme de l’effort 
2C
P  appliqué en C2 par la pinnule 2 sur la branche 2. 
PC2 est ici une entrée du problème à part entière. Son rôle est même prépondérant puisque la 
valeur de cette norme définit le niveau de chargement du ressort. Les résultats essentiels 
calculés par ce modèle sont l’angle système α et le couple système associé CA. 
Les entrées et sorties du Modèle Non-Linéaire sont synthétisées dans le Tableau III.3. 
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Entrées Sortie 
D* 
d 
n* 
E 
PC2 
DA 
R1 
d1 
R2 
d2 
type de branches 
α  
CA 
 
Tableau III.3 - Entrées et sortie du Modèle Non-Linéaire  
 
 
 
4.3. Eléments complémentaires pour l’étude du Modèle Non-Linéaire 
 
En complément des éléments définis pour l’étude du Modèle Tube et entièrement réutilisés ici 
(cf. les diamètres virtuels, points particuliers, repères, angles, efforts de contacts et autres 
paramètres, paragraphe 3.2.2), les définitions de deux angles doivent être précisées : 
- ϕ, l’« angle ressort », est l’angle formé entre le centre du ressort O et la base des deux 
branches A’ et B’,défini par (OA' ; B'O' ) dans le plan vectoriel ( RX , RY ), et pour un 
chargement quelconque, i.e. le ressort en charge ; 
- α, est l’« angle système » entre O1 et O2, défini par ( 1AOO ; 2AOO ) dans le plan 
vectoriel ( SX , SY ), les ressort étant en charge. 
 
 
4.4. Développement et résolution du Modèle Non-Linéaire 
 
L’étude géométrique et l’équilibre statique du ressort de torsion réalisée pour le Modèle Tube 
(cf. 3.2.3) sont conservés pour développer le Modèle Non-Linéaire. L’objectif principal de ce 
modèle est d’obtenir l’angle système et le couple système après déformation du ressort pour 
un chargement donné. Par conséquent, les résultats du Modèle Tube sont complétés afin de 
déterminer la mise en position et les déformations du ressort en cours de chargement, pour 
aboutir finalement au comportement du système complet. 
Pour y parvenir, le Modèle Non-Linéaire effectue le même calcul des angles αX, αY, θA et θB. 
Puis il détermine l’angle de déformation du ressort induit à partir de l’état de chargement du 
ressort (couple ressort CO) et de la raideur corrigée associée. Suite à la « torsion » du ressort, 
les conditions d’équilibre du ressort ont alors changé. Il faut ainsi un processus de calcul 
itératif pour que le modèle converge vers une situation d’équilibre et une déformation du 
ressort compatibles.  
Les principaux éléments intervenant dans la résolution du Modèle Non-Linéaire sont décrits 
ci-après. 
 
4.4.1. Rcorr, raideur angulaire corrigée du corps du ressort 
La raideur corrigée du ressort Rcorr est définie dans le paragraphe 2. 
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4.4.2. ∆ϕ, déflexion angulaire corrigée du ressort de torsion simple 
La loi de comportement d’un ressort de torsion donne la déflexion angulaire (corrigée) ∆ϕ en 
fonction du couple de chargement sur le ressort CO et de sa raideur corrigée Rcorr : 
 ∆ϕ = 
corr
O
R
C  
  
On peut considérer cette déflexion angulaire corrigée comme une « déflexion virtuelle » qui, 
appliquée au même ressort mais muni de branches indéformables, permet d’obtenir la même 
configuration système (positions relatives des appuis du corps et des branches) qu’avec le 
ressort original dont les branches fléchissent (cf. également la détermination des raideurs 
corrigées au paragraphe 2.). 
 
4.4.3. n, nombre de spires du ressort de torsion simple 
Le nombre de spires en charge augmente proportionnellement avec la déflexion angulaire ∆ϕ 
du ressort de torsion. 
Ainsi, on a : 
2π
∆  *n  n ϕ+=  où ∆ϕ est exprimé en radians. 
 
4.4.4. D, diamètre moyen d’enroulement 
Le diamètre moyen d’enroulement D d’un ressort de torsion diminue au cours du chargement 
proportionnellement à l’augmentation du nombre de spires n. 
Ainsi, on a : 
*D n
*n  D =   
 
4.4.5. CO, couple ressort 
Le « couple ressort » CO est la projection sur RZ  (l'axe du ressort) du couple de cohésion dans 
le corps du ressort, dû au chargement extérieur, et exprimé au point O. A partir de 
2C
P , CO 
peut être calculé. En effet, CO est la projection sur OO'  du moment en O résultant de l’effort 
2C
P  (qui est appliqué au point C2c). D’où : 
( )
OO'
 OO'
 . P ^ OC  C
2C2cO
=  
Les coordonnées de O, C2c, 
2C
P  et O’ dans RS sont déterminées dans l’Annexe 6. 
 
4.4.6. CA, couple système 
Le « couple système » CA est la projection sur SZ  (l’axe du système), du couple « point de 
vue système » exercé par l’ensemble des appuis sur le ressort, et exprimé au point OA. Il est 
porté par le vecteur SZ , colinéaire à l’axe de l’arbre d’appui. A partir de 
2C
P , on peut calculer 
CA, qui est la projection sur SZ  du moment en OA résultant de l’effort 
2C
P  (qui est appliqué au 
point C2c). D’où : ( ) SC2cAA Z . P ^ CO  C 2=  
Les coordonnées de OA, C2c et 
2C
P  dans RS sont déterminées dans l’Annexe 6. 
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4.4.7. α, angle système 
L’« angle système » α traduit la position angulaire du système, entre O1 et O2 autour de OA. 
De manière analogue à la détermination de l’angle α* (cf. 3.2.3.3), sa définition géométrique 
(cf. 4.3) permet d’établir α : 
α = α1 + δ + α2 
 
 
4.5. Détermination des angle et couple système, α et CA, par le Modèle 
Non-Linéaire 
 
Pour un chargement donné, évaluer l’angle système α et le couple système CA – qui 
permettent de tracer la caractéristique angle-couple système point par point – nécessite de 
connaître au préalable le couple ressort CO et sa déflexion angulaire ∆ϕ, correspondant à la 
situation du ressort déformé obtenue. 
Pour un chargement quelconque du ressort (PC2 ≠ 0), d’après les formulations de ∆ϕ (cf. 
4.4.2) et de CO (cf. 4.4.5), il est indispensable de connaître CO pour calculer ∆ϕ, mais il est 
également nécessaire d’avoir la valeur de ∆ϕ pour déterminer CO. Ainsi, ∆ϕ et CO sont des 
paramètres interdépendants du Modèle Non-Linéaire. Numériquement, il s’agit d’une 
référence circulaire. Il faut donc adopter un processus itératif pour déterminer un couple de 
valeurs, pour ∆ϕ et CO, « compatibles » entre elles et respectant les formulations du modèle. 
En effet, si l’on prend l’exemple de l’état d’un ressort de torsion simple chargé par l’effort 
PC2 = 5 N (donnée d’entrée), qui induit selon la géométrie initiale du modèle le couple de 
norme CO = 202 N.mm, ce couple provoque à son tour une certaine déflexion ∆ϕ, via la 
raideur Rcorr (cf. 4.4.2), par exemple ∆ϕ = 172°. Cette nouvelle valeur de ∆ϕ doit être intégrée 
dans la géométrie du modèle, ce qui provoque une nouvelle situation d’équilibre et donc une 
nouvelle valeur pour CO, soit CO = 187 N.mm. A nouveau, une autre déflexion ∆ϕ est induite, 
etc. 
Il est ainsi possible de converger vers une certaine valeur de CO qui implique une certaine 
valeur compatible de ∆ϕ, et vice-versa. Ces deux valeurs-là traduisent alors l’équilibre 
statique du ressort déformé sur ses appuis. Pour déterminer ces valeurs « convergentes » de 
∆ϕ et CO, nous proposons un processus itératif sous la forme d’un algorithme (cf. 
Figure III.26). Il est au préalable nécessaire de poser deux paramètres pour le bon 
fonctionnement de l’algorithme : 
• ∆ϕinput, valeur numérique considérée comme une entrée du modèle, qui permet – en 
jouant le rôle de la déflexion ∆ϕ – de calculer CO (on prendra généralement 0 comme 
valeur initiale de ∆ϕinput) ; 
• q, le critère de convergence permettant d’établir la fin du processus itératif (on prendra 
généralement q = 0,2%). 
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ϕϕ
Calcul de ∆ϕ = CO / Rcorr
Détermination de l’équilibre du système : 
évaluation de αX, αY, θΑ, θΒ, 
CO  
(Modèle Tube exploité pour cette étape) 
Initialisation des variables : αX, αY, θΑ, θΒ
∆ϕinput = ∆ϕ 
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Calculs de α et CA 
Rcorr 
∆ϕinput = 0
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dont le chargement (PC2)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.26 - Algorithme itératif pour la détermination de α et CA  
pour un chargement PC2 donné 
 
Généralement, moins de cinq itérations sont nécessaires pour obtenir la convergence de 
l’algorithme, pour un critère q = 0,2%. 
 
Dans ce processus, les éventuelles non-linéarités peuvent intervenir dans le calcul de la 
raideur Rcorr, et pour l’équilibre du système. 
 
 
4.6. Caractéristique angle-couple non-linéaire du Modèle Non-
Linéaire 
 
Les résultats du Modèle Non-Linéaire permettent de déterminer point par point la 
caractéristique angle-couple non-linéaire d’un système dans lequel est monté un ressort de 
torsion simple. Pour cela, il faut calculer plusieurs couples de valeurs {α ; CA} 
(cf. l’algorithme de la Figure III.26). Chaque couple {α ; CA} correspond à un point sur la 
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caractéristique du système. Cette caractéristique est ainsi tracée dans un plan angle-couple 
point par point. En pratique, il convient de fixer une valeur pour le chargement maximal 
(PC2_Maxi) qui détermine le dernier point de la caractéristique, et un nombre de points npts 
voulus. Puis en exploitant pour chaque point l’algorithme présenté au 4.5, le modèle calcule 
les couples {α ; CA} pour les npts valeurs de PC2 comprises entre 0 et PC2_Maxi, par pas de 
1 - n
P
pts
C2_Maxi . En reliant ces points, on obtient alors le tracé non-linéaire de la caractéristique 
système d’un ressort de torsion simple, selon le Modèle Non-Linéaire (cf. Figure III.27). 
 
 
0
0.5
1
1.5
2
2.5
0 100 200 300 400 500
angle (°)
co
up
le
 (N
m
m
)
Modèle Non-Linéaire
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure III.27 - Caractéristique non-linéaire du système-test, établie par le Modèle Non-
Linéaire 
 
Commentaire 
Le temps de calcul requis pour déterminer la caractéristique non-linéaire peut être 
relativement long (quelques secondes). En effet, plusieurs points {α ; CA} doivent être 
calculés. Pour chacun de ces points, plusieurs itérations de l’algorithme sont nécessaires 
(cf. 4.5), or chaque itération réclame un processus d’optimisation numérique pour ajuster la 
mise en position et l’équilibre statique du ressort.  
 
Ces simulations numériques sont l’application directe des modèles présentés dans ce chapitre. 
Concrètement pour l’exemple des Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire, il s’agit d’un 
programme de travail développé sur les logiciels Excel et VisualBasic, dont l’interface est 
représentée en Figure III.28.  
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Figure III.28 - Programme de travail pour l'application numérique des Modèle Tube et 
Modèle Non-Linéaire 
 
Pour un ressort de torsion simple et son montage donnés, les résultats principaux de ce 
programme sont les valeurs des efforts de contact, des couples et des angles (ressort et 
système), automatiquement calculés en fonction des caractéristiques du ressort et du montage 
données en entrée : diamètres d’enroulement et de fil, nombre de spires du ressort, module 
d’Young du matériau, diamètre de l’arbre d’appui, diamètres des pinnules et distances axe-
pinnules. 
Ainsi, ces résultats permettent de tracer les caractéristiques angle-couple non-linéaires et 
linéaires du système, issues des Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire. 
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5. Confrontation aux essais expérimentaux 
 
Afin de valider les nouvelles modélisations du ressort de torsion simple présentées dans ce 
chapitre, une campagne d’essais est menée. Son objectif étant la validation expérimentale des 
modèles, une confrontation entre relevés expérimentaux et résultats des modèles est élaborée, 
puis analysée. Ceci permet de conclure sur les conditions d’utilisation optimales de ces 
ressorts et la pertinence des modèles. L’objet de cette confrontation est la caractéristique 
« angle-couple » de chaque ressort testé, en raison de sa dimension fondamentale dans la 
caractérisation d’un ressort, de son comportement et de l’usage que l’on peut en faire. 
Au total, soixante-douze essais ont été réalisés sur des ressorts de torsion simples à branches 
tangentes. Nous présentons dans cette partie les conditions d’essais, leur comparaison aux 
modèles et l’analyse de quelques essais significatifs. 
 
 
 
5.1. Les essais sur ressorts de torsion simples 
 
5.1.1. Les ressorts 
Les essais sont réalisés sur huit lots de ressorts de torsion simples différents 
(cf. Tableau III.4). Chacun de ces huit lots de ressorts est constitué de trois exemplaires 
théoriquement identiques, soit vingt-quatre ressorts au total. Tous les ressorts testés sont à 
branches tangentes, aucun n’a de branches radiales ou mixtes. Les caractéristiques 
dimensionnelles de ces ressorts et leurs potentiels de chargement en couple permettent de 
parcourir une large gamme en fonction de la taille du banc d’essai (cf. Figure III.29) et de la 
capacité maximale du capteur de couple (6 N.m). 
Compte tenu des écarts observés sur les réalisations des trois ressorts – théoriquement 
identiques – de chaque lot, une analyse métrologique précise de chaque exemplaire est faite, 
et un modèle théorique lui est associé.  
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 D* (mm) d (mm) n* E (MPa) 
Ressort 1.1 14.22 1.77 3.54 205000 
Ressort 1.2 14.38 1.77 3.62 205000 
Ressort 1.3 14.24 1.77 3.53 205000 
Ressort 2.1 14.20 1.77 5.33 205000 
Ressort 2.2 14.17 1.77 5.40 205000 
Ressort 2.3 14.15 1.77 5.29 205000 
Ressort 3.1 14.11 1.79 7.80 205000 
Ressort 3.2 14.13 1.77 7.80 205000 
Ressort 3.3 14.14 1.77 7.80 205000 
Ressort 4.1 14.22 1.77 12.00 205000 
Ressort 4.2 14.18 1.77 12.02 205000 
Ressort 4.3 14.16 1.77 12.04 205000 
Ressort 5.1 18.69 1.38 3.48 205000 
Ressort 5.2 18.77 1.38 3.44 205000 
Ressort 5.3 18.68 1.38 3.47 205000 
Ressort 6.1 18.71 1.37 5.22 205000 
Ressort 6.2 18.70 1.37 5.25 205000 
Ressort 6.3 18.64 1.37 5.25 205000 
Ressort 7.1 18.65 1.38 7.72 205000 
Ressort 7.2 18.55 1.38 7.75 205000 
Ressort 7.3 18.66 1.38 7.71 205000 
Ressort 8.1 18.56 1.39 11.90 205000 
Ressort 8.2 18.76 1.39 11.80 205000 
Ressort 8.3 18.54 1.39 11.95 205000 
 
Tableau III.4 - Caractéristiques géométriques et matérielles des vingt-quatre ressorts testés 
 
 
5.1.2. Le banc d’essai 
La banc d’essai exploité (constructeur : Andilog) permet les mesures simultanées d’un angle 
et d’un couple coaxiaux. Il est composé (cf. Figure III.29) de deux plateaux coaxiaux : le 
premier est fixé sur le couple-mètre (i.e. capteur de couple) encastré dans le bâti, le second est 
en rotation (par rapport à un chariot), actionné par un volant manuel et relié à un capteur 
d’angle. Le chariot – sur lequel est monté le second plateau – est guidé en translation sur le 
bâti selon une direction parallèle à l’axe principal {couple-mètre ; rotation}. Il permet de 
régler la distance entre les deux plateaux, via un autre volant manuel. 
Chaque plateau dispose d’un perçage central (diamètre : 10 mm), et d’une série d’alésages 
cylindriques non débouchants (diamètres : 5 mm) implantés à diverses distances de l’axe du 
plateau (entre 10 et 55 mm).  
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Figure III.29 - Banc d'essai pour ressorts de torsion 
 
 
5.1.3. Les montages 
Le ressort de torsion simple peut être monté sur ce banc, son corps en appui sur un arbre 
cylindrique logé dans le perçage central du plateau fixe, l’une de ses branches bloquée par une 
pinnule fixée dans ce même plateau, et l’autre branche appuyée sur une autre pinnule solidaire 
du second plateau (cf. Figure III.30).  
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Figure III.30 - Montage d’un ressort de torsion simple sur le banc d’essai (ici, « montage 1 »)
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Trois montages différents sont proposés pour l’ensemble des essais. Les trois utilisent un 
arbre d’appui central de diamètre 10 mm, et deux pinnules de diamètre 5 mm chacune. Le 
premier – montage 1 – propose des appuis sur pinnules éloignés de l’axe du ressort (et du 
système), avec un rayon identique pour les deux pinnules : R1 = R2 = 40 mm. Le deuxième 
montage – montage 2 – présente un éloignement mixte pour les appuis des branches : 
R1 = 15 mm et R2 = 40 mm. Enfin le troisième montage – montage 3 – propose des appuis 
très rapprochés : R1 = R2 = 15 mm. 
 
 R1 (mm) R2 (mm) appuis : 
Montage 1 40 40 éloignés 
Montage 2 15 40 mixtes 
Montage 3 15 15 rapprochés
 
Tableau III. 5 - Définition des trois types de montage appliqués pour les essais  
 
 
5.1.4. Initialisation et acquisition des données 
Avant de débuter les mesures, il faut régler le « zéro » de l’angle système sur le banc, i.e. faire 
en sorte que l’angle système α soit nul. Cette position s’obtient en alignant les deux pinnules. 
Ensuite, pour effectuer les mesures angle-couple d’un ressort, il faut placer celui-ci sur le 
banc selon le montage décrit ci-dessus, puis en actionnant le volant, le plateau pivote, entraîne 
par obstacle (pinnule) la branche correspondante, et sa rotation – appelée « angle système » – 
est mesurée par le capteur d’angle. Le ressort alors se tend et exerce en réaction des efforts sur 
l’arbre central et le plateau fixe (via la pinnule) qui sont captés par le couple-mètre sous la 
forme d’un moment sur l’axe principal du banc, dit « couple système CA ». Les données 
d’angle et de couple sont simultanément et instantanément transmises à un PC, et traitées par 
un logiciel d’acquisition (RSIC, cf. Figure III.31). 
 
Figure III.31 - RSIC, logiciel d'acquisition des données du banc d'essai 
 pour ressorts de torsion 
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Les mesures de ces essais sont automatiquement saisies dans un tableur, sous la forme de 
deux colonnes de données (angles et couples). La Figure III.32 donne un exemple de 
transcription graphique de ces données « brutes ». On obtient ainsi directement une 
caractéristique angle-couple (du point de vue système) d’un ressort de torsion simple.  
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Figure III.32 - Illustration des relevés expérimentaux « bruts » d'un essai angle-couple sur un 
ressort de torsion simple 
 
Le même type de mesures angle-couple est réalisé et stocké pour chacun des vingt-quatre 
ressorts testés selon trois configurations de montage différentes. 
 
5.1.5. Caractérisation de la raideur du banc 
Les déformations mesurées sur ce banc sont des rotations traduites en angles. La pièce testée 
– pour nous un ressort de torsion – est placée entre les deux plateaux du banc. La rotation 
relative d’un plateau par rapport à l’autre est mesurée par un capteur d’angle situé entre le bâti 
du banc et le plateau mobile. Pour que l’angle ainsi mesuré corresponde strictement à la 
rotation relative cherchée, il est nécessaire que la structure du banc entre le plateau fixe et le 
capteur d’angle soit totalement indéformable. Or il se produit nécessairement une déformation 
– même minime – de cette structure (châssis, couple-mètre, etc.) dès que le banc est mis en 
charge.  
Nous proposons de déterminer la raideur angulaire du banc, afin de connaître son éventuelle 
influence sur les essais réalisés. Pour cela, les deux plateaux sont rendus solidaires par 
l’intermédiaire d’une pinnule très courte placée en commun dans deux perçages en vis-à-vis 
des plateaux (cf. Figure III.33). 
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Figure III.33 - Montage pour caractériser la raideur du banc en torsion 
 
En appliquant une légère rotation au plateau mobile, on lit bien entendu une augmentation très 
rapide du couple transmis au couple-mètre. Selon la même procédure que pour un essai de 
ressort classique, on relève un série de valeurs angle-couple correspondant à la déformation 
du banc. On obtient alors la caractéristique présentée sur la Figure III.34. 
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Figure III.34 - Déformée expérimentale en torsion du banc d’essai 
 
L’essai est interrompu quand le couple atteint 6 Nm, qui est la capacité maximale du couple-
mètre. On constate que cette courbe présente des « marches » très prononcées, qui 
proviennent du faible débattement angulaire (0,4°) en rapport avec la définition du capteur 
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d’angle (0,1°). Pour conclure sur la raideur du banc, on peut considérer qu’elle a une 
influence négligeable sur nos mesures de ressorts, du fait qu’elle représente au maximum 0,4° 
sur des débattements angulaires habituels de plusieurs dizaines de degrés. De plus, dans la 
majorité des cas d’essais, le couple reste inférieur à 1,5 Nm, ce qui induit sur la mesure 
d’angle une erreur minime (environ 0,1°) provoquée par la déformation du banc. 
Etant du même ordre de grandeur que la précision du capteur d’angle, l’erreur de mesure 
provoquée par la déformation du banc est donc considérée négligeable pour nos essais.  
 
 
5.2. Confrontation essais/modèles sur l’angle système initial 
 
Deux modèles théoriques différents sont proposés pour la détermination de l’angle système 
libre (Modèle Simplifié, Modèle Tube). 
Afin d’évaluer la valeur relative de ces modèles, chaque configuration ressort+montage 
permet de comparer les valeurs de α* proposées par les deux modèles à celle relevée 
expérimentalement. Pour une sélection de ressorts et de montages testés et modélisés, la 
Figure III.35 présente les écarts entre les α* donnés par les essais, le Modèle Simplifié, et le 
α* calculé par le Modèle Tube pris comme référence. Les ressorts 1 et 2 ne sont pas utilisés 
dans cette analyse car ils présentent de fortes disparités géométriques entre les trois 
exemplaires d’un même lot. Le ressort 5 n’est pas étudié avec le montage 3 car les appuis 
seraient alors trop rapprochés pour ce ressort, ce qui créerait des interférences géométriques. 
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Figure III.35 - Etude comparative des deux modèles proposés et des essais, pour le calcul de 
l’angle système initial α* 
 
Parmi les différents cas de figure rassemblés sur la Figure III.35, on constate que les nuages 
de points sont plutôt resserrés pour les essais (marquages pleins), ce qui traduit une certaine 
rigueur dans la similitude des ressorts au sein d’un même lot, et une répétitivité correcte des 
essais. En revanche, les modèles (marquages creux) sont généralement loin des essais. 
En observant uniquement les essais, on retrouve dans chaque configuration ressort+montage 
une dispersion maximale de 20° – sur la valeur de α* – entre les trois exemplaires d’un même 
lot. 
En se focalisant maintenant sur les modèles, il semble que les deux modèles concernés 
donnent des résultats plutôt proches, avec là encore, une dispersion maximale de 20° sur la 
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valeur de α*. Cette constatation nous mène à considérer que dans la confrontation 
essais/modèles ci-après, il est pertinent de ne choisir qu’un seul des deux modèles linéaires. 
Nous choisissons le Modèle Tube qui semble le plus complet. 
Enfin, pour les montages 1 et 2, les nuages de points des essais et des modèles se situent à peu 
près dans la même zone. En revanche pour les montages 3, une nette différence apparaît entre 
le nuage « essais » et le nuage « modèles ». Les modèles ne semblent donc pas adaptés à 
appréhender la mise en position initiale lorsque les appuis sont rapprochés de l’axe. 
 
 
5.3. Confrontation essais/modèles sur les courbes angle-couple 
complètes 
 
A partir des essais réalisés et des caractéristiques modélisées, la confrontation des modèles 
aux ressorts testés est effectuée. Elle consiste, pour chacune des soixante-douze situations 
étudiées (vingt-quatre ressorts × trois configurations de montage), à tracer sur un même 
graphique les caractéristiques ressort et système issues des modèles numériques, et le relevé 
expérimental correspondant. Chaque graphique comporte donc l’angle système en abscisse 
graduée en degrés, et le couple système en ordonnée graduée en Nm.  
Les valeurs expérimentales sont comparées aux valeurs obtenues à partir du Modèle Tube et 
du Modèle Non-Linéaire. 
Nous en analysons ici quelques exemples significatifs (sur les soixante-douze comparaisons 
effectuées), présentés selon leur configuration de montage. 
 
5.3.1.1. Configuration de montage 1 : les deux pinnules sont éloignées 
Les essais des exemples 1 à 4 présentés ci-dessous montrent un comportement linéaire du 
ressort en début de chargement, puis une légère diminution de la raideur. 
Quant aux modèles (Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire), ils donnent de bons résultats sur 
la partie linéaire, mais ne sont pas performants sur la partie non-linéaire. 
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Exemple 1  
Ressort 2.3 (D* = 14,15 mm ; d = 1,77 mm ; n* = 5,29) 
Montage 1 (R1 = 40 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.36 - Essai du ressort 2.3, montage 1, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.37 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 2.3, montage 1 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.36 montrent que le ressort s’incline sur l’arbre central dès le début 
du chargement et reste incliné au cours de celui-ci.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.37) montre une bonne corrélation sur la partie 
linéaire de la courbe d’essai. 
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Exemple 2  
Ressort 4.1 (D* = 14,22 mm ; d = 1,77 mm ; n* = 12,00) 
Montage 1 (R1 = 40 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.38 - Essai du ressort 4.1, montage 1, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.39 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.1, montage 1 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.38 indiquent que ce ressort s’incline très faiblement sur l’arbre 
central au cours du chargement, grâce à sa longueur de corps importante (12 spires) et à la 
proximité entre son diamètre intérieur et le diamètre de l’arbre d’appui.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.39) est satisfaisante sur la partie linéaire des essais. 
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Exemple 3  
Ressort 3.2 (D* = 14,13 mm ; d = 1,77 mm ; n* = 7,80) 
Montage 1 (R1 = 40 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.40 - Essai du ressort 3.2, montage 1, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.41 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 3.2, montage 1 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.40 montrent que la mise en position du ressort sur ses appuis 
provoque une légère mise en travers, mais qu’il reste très stable cours du chargement.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.41) signale un modèle légèrement plus raide que les 
essais. 
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Exemple 4  
Ressort 5.2 (D* = 18,77 mm ; d = 1,38 mm ; n* = 3,44) 
Montage 1 (R1 = 40 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.42 - Essai du ressort 5.2, montage 1, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.43 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 5.2, montage 1 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.42 indiquent une forte mise en travers du ressort dès la mise en 
place. Au cours du chargement, son corps subit une flexion importante puis l’une des 
branches finit par glisser sur sa pinnule.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.43) montre un décalage d’environ 20° entre les 
modèles et les essais. L’erreur se situe dès l’angle initial. 
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5.3.1.2. Configuration de montage 3 : les deux pinnules sont rapprochées 
Les essais avec ce type d’appuis rapprochés de l’axe, montrent systématiquement un 
comportement fortement non-linéaire du ressort dès le début du chargement.  
Aucun de nos modèles ne donne de résultats satisfaisants pour simuler ces comportements, 
même pour des ressorts dont le corps est long (cf. l’exemple 5 ci-dessous), pourtant proches 
des recommandations de la norme. 
 
Exemple 5  
Ressort 4.1 (D* = 14,22 mm ; d = 1,77 mm ; n* = 12,00) 
Montage 3 (R1 = 15 mm ; R2 = 15 mm) 
 
  
 
Figure III.44 - Essai du ressort 4.1, montage 3, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.45 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.1, montage 3 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.44 montrent une bonne mise en position coaxiale du ressort sur ses 
appuis, avant comme pendant le chargement.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.45) signale une forte non-linéarité de la courbe des 
essais, et un fort écart entre le modèle et l’expérimentation. Les modèles ne parviennent pas à 
reproduire ce phénomène. 
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5.3.1.3. Configuration de montage 2 : une pinnule rapprochée, une pinnule éloignée 
Ce type de montage se situe « entre » les deux précédents, puisqu’il propose un éloignement 
mixte des deux pinnules d’appui (15 mm et 40 mm). Il apparaît que la qualité des résultats se 
situe logiquement entre celle plutôt correcte obtenue avec le montage 1, et celle plutôt 
médiocre obtenue avec le montage 3. On observe ainsi, ci-après, les résultats décevants de 
l’exemple 6, et ceux plus encourageants de l’exemple 7. 
 
Exemple 6  
Ressort 6.2 (D* = 18,70 mm ; d = 1,37 mm ; n* = 5,25) 
Montage 2 (R1 = 15 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.46 - Essai du ressort 6.2, montage 2, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.47 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 6.2, montage 2 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.46 montrent une grande inclinaison du ressort dès la mise en place 
sur ses appuis. Cette inclinaison vient de la petite longueur du corps (5,25 spires) couplée à 
une différence sensible entre son diamètre intérieur et le diamètre de l’arbre d’appui . Au 
cours du chargement, son corps subit une flexion très importante.  
La confrontation essai-modèle (Figure III.47) montre que les modèles sont inadaptés dans ce 
cas de comportement fortement non-linéaire du ressort. 
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Exemple 7  
Ressort 4.1 (D* = 14,22 mm ; d = 1,77 mm ; n* = 12,00) 
Montage 2 (R1 = 15 mm ; R2 = 40 mm) 
 
  
 
Figure III.48 - Essai du ressort 4.1, montage 2, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
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Figure III.49 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.1, montage 2 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure III.48 montrent une bonne mise en position coaxiale du ressort sur ses 
appuis avant le chargement. Pendant le chargement, une légère mise en travers se produit. 
La confrontation essai-modèle (Figure III.49) signale une phase linéaire en début de 
chargement, pour laquelle les modèles donnent de bons résultats. En fin de course, les essais 
montrent un comportement non-linéaire du ressort, qui n’est pas prédit par les modèles.  
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Synthèse sur ces confrontations essais-modèles 
Lorsque le ressort de torsion simple bénéficie d’appuis sur des pinnules éloignées, il présente 
un comportement linéaire en début de course, puis sa raideur faiblit en fin de course. Les 
modèles proposés simulent correctement cette phase linéaire dans ces conditions d’appui.  
En revanche, les modèles s’avèrent inadaptés aux phases non-linéaires, rencontrées en fin de 
course ou quand les pinnules sont rapprochées. 
 
 
 
6. Conclusion sur l’étude du ressort de torsion simple 
 
Trois modèles pour les ressorts de torsion simples sont proposés. Ils permettent de simuler 
leur comportement selon différents niveaux de complexité et donc, de temps de calcul. Les 
deux premiers modèles calculent l’angle initial du système dans lequel le ressort de torsion est 
monté. A partir d’une raideur angulaire corrigée, ils proposent une caractéristique angle-
couple système linéaire. Le premier modèle étudie le ressort selon l’hypothèse d’un problème 
plan. Le deuxième modèle simule le comportement du ressort de torsion dans l’espace, dont 
sa mise en travers sur les appuis, en modélisant le corps du ressort par un tube cylindrique. 
Enfin, le dernier modèle possède les mêmes bases que le deuxième, mais propose un 
comportement potentiellement non-linéaire, grâce aux évaluations simultanées et 
convergentes de la déformation du ressort en fonction du chargement.  
 
La confrontation de ces modèles aux essais expérimentaux réalisés montrent une bonne 
corrélation, lorsque les ressorts de torsion simples sont utilisés avec des rayons d’appui 
suffisants pour leur branches. Ils ont alors un comportement quasi linéaire et les modèles 
donnent de bons résultats. 
Si les pinnules d’appui des branches sont proches de l’axe du système, le comportement du 
ressort peut devenir fortement non-linéaire, et les modèles ne sont alors plus performants, y 
compris dans le cas des corps longs (donc peu inclinés) pourtant conformes aux 
recommandations de la norme. 
En condition de travail hors normes (fortes inclinaisons) avec des pinnules éloignées, les 
ressorts ont aussi un comportement quasi-linéaire et les modèles donnent encore de bons 
résultats. 
Sur les différents lots de ressorts testés, on constate une dispersion générale d’environ 20° sur 
l’angle système initial, entre trois ressorts d’un même lot donc théoriquement identiques. 
Il apparaît également que la polarisation et la mise en travers du ressort sur ses appuis 
n’influent que très faiblement sur l’angle système, selon des grandeurs (quelques degrés) 
inférieures aux dispersions de fabrication. 
Selon le niveau d’analyse souhaité, un concepteur de ressorts de torsion peut ne rechercher 
qu’une approximation linéaire du comportement. Dans ce cas, sur les deux modèles linéaires 
proposés, le Modèle Simplifié est celui qui donne un résultat le plus directement (i.e. sans 
processus itératif ou d’optimisation). De plus, les résultats qu’il fournit s’avèrent finalement 
ni pires ni meilleurs que ceux des modèles 3D proposés. Enfin, ce modèle peut également 
tenir compte de la polarisation. Il peut donc être utilisé avantageusement dans un outil de pré-
dimensionnement pour évaluer l’angle initial d’un système utilisant un ressort de torsion 
simple. 
En revanche si le concepteur souhaite l’étude d’un comportement non-linéaire, il faut alors 
tenir compte de la flexion du corps (cf. Figure III.50). Dans ce cas-là le Modèle Tube est le 
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plus adapté, car il permet de décomposer la sollicitation externe en sollicitation de 
flexion/torsion et donc d’en tenir compte dans un prochain modèle enrichi. 
 
 
 
Figure III.50 - Flexion du corps d’un ressort de torsion, ou « effet accordéon », origine 
probable de non-linéarités dans son comportement 
 
 
 
 
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 145
CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 
1. Considérations générales................................................................................................ 149 
1.1. Manques actuels, besoin pour des modèles spécifiques......................................... 150 
1.2. Ressort concerné par les modèles........................................................................... 151 
1.3. Hypothèses de cette étude ...................................................................................... 152 
2. Le Modèle 1, ressort de torsion double avec la branche commune en appui sur une 
pinnule........................................................................................................................... 155 
2.1. Caractéristiques du Modèle 1................................................................................. 155 
2.2. Etude de l’équilibre du Modèle 1........................................................................... 157 
2.2.1. Rcorr, raideur angulaire corrigée du ressort pour le Modèle 1......................... 157 
2.2.2. ∆ϕ, déflexion angulaire corrigée du ressort de torsion double pour le Modèle 1
 ........................................................................................................................ 157 
2.2.3. n, nombre de spires du demi-ressort............................................................... 158 
2.2.4. D, diamètre moyen d’enroulement................................................................. 158 
2.2.5. ϕ*, angle ressort libre, ou initial .................................................................... 158 
2.2.6. ϕ, angle ressort en charge............................................................................... 158 
2.2.7.  AP , C1 P  et C2 P , efforts de contact................................................................. 159 
2.2.8. CO, couple ressort ........................................................................................... 162 
2.2.9. CA, couple système......................................................................................... 163 
2.2.10. α, angle système en charge ............................................................................ 163 
2.2.11. α*, angle système au repos ............................................................................ 163 
2.2.12. ∆α, déflexion angulaire du système ............................................................... 163 
2.3. Conditions d’obtention des configuration#1 et configuration#2 pour le Modèle 1163 
3. Le Modèle 2, ressort de torsion double avec la branche commune en appui sur un plan
....................................................................................................................................... 167 
3.1. Caractéristiques du Modèle 2................................................................................. 167 
3.2. Etude de l’équilibre du Modèle 2........................................................................... 170 
3.2.1. Rcorr, raideur angulaire corrigée du ressort pour le Modèle 2......................... 170 
3.2.2. ∆ϕ, n, D et ϕ ................................................................................................... 172 
3.2.3.  AP , C1 P  et C2 P , efforts de contact................................................................. 173 
3.2.4. CO, couple ressort ........................................................................................... 176 
3.2.5. CA, couple système......................................................................................... 176 
3.2.6. α, angle système en charge ............................................................................ 176 
3.2.7. α*, angle système au repos ............................................................................ 176 
3.2.8. ∆α, déflexion angulaire du système ............................................................... 176 
3.3. Conditions d’obtention des configuration#1 et configuration#2 pour le Modèle 2176 
4. Construction des lois de comportement linéaire et non-linéaire .................................... 181 
4.1. Entrées et sorties des modèles................................................................................ 181 
4.2. Détermination des angle et couple système, α et CA ............................................. 182 
4.3. Loi de comportement linéaire ................................................................................ 183 
4.4. Loi de comportement non-linéaire ......................................................................... 183 
4.5. Les modèles numériques des ressorts testés........................................................... 183 
5. Confrontation aux essais expérimentaux........................................................................ 185 
5.1. Les essais sur ressorts de torsion doubles .............................................................. 185 
5.2. Confrontation essais/modèles................................................................................. 188 
6. Conclusion sur l’étude du ressort de torsion double ...................................................... 199 
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 146
Nomenclature du Chapitre IV 
 
Angles 
α = 
Angle système, mesurant l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et O2 le centre de 
la pinnule 2 autour de OA (Modèle 1), ou mesurant l’angle entre O1 et l’axe (OA, Y
G
) 
(Modèle 2) 
α∗ = 
Angle système (ressort au repos), mesurant l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 
et O2 le centre de la pinnule 2 autour de OA (Modèle 1), ou mesurant l’angle entre O1 
et l’axe (OA, Y
G
) (Modèle 2) 
γ = Angle positionnant le point de contact A par rapport à la géométrie du ressort, γ = ( )AA u ; 'u  
∆α = Déflexion angulaire du système 
∆ϕ = Déflexion angulaire du ressort 
ϕ = Angle ressort (ressort en charge) mesurant l’angle entre la base des deux branches (A’ et B’) autour du centre du ressort O 
ϕ∗ = Angle ressort initial (ressort au repos) : angle formé autour du centre du ressort O entre les bases des deux branches 
Couples 
CA = Couple système, Nm 
CO = Couple ressort, Nm 
Efforts de contact 
AP  = Effort de contact de l’arbre/logement sur le corps, en A, de norme PA, N 
C1 P  = Effort de contact de la pinnule 1 sur la branche 1, en C1, de norme PC1, N 
C2 P  = 
Effort de contact de la pinnule 2 sur la branche 2 (Modèle 1), ou effort de contact du 
plan d’appui sur la branche 2 (Modèle 2), en C2, de norme PC2, N 
Paramètres physiques 
D = Diamètre moyen des spires, en charge, mm 
D* = Diamètre moyen des spires, au repos, mm 
DA = Diamètre de l’arbre d’appui central, mm 
DL = Diamètre du logement d’appui, mm 
E = Module d’Young matériau du fil, MPa 
R1 = Rayon positionnant l’axe de la pinnule 1 par rapport à l’arbre central, mm 
R2 = Rayon positionnant l’axe de la pinnule 2 par rapport à l’arbre central, mm 
d = Diamètre du fil, mm 
d1 = Diamètre de la pinnule 1, mm 
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d2 = Diamètre de la pinnule 2, mm 
e2 = Longueur qui définit le décalage – positif ou négatif – selon X  du plan d’appui par 
rapport à (OA, Y
G
), mm 
n = Nombre de spires du demi-ressort, en charge 
n* = Nombre de spires du demi-ressort, au repos 
lb2 = Longueur « réelle » de la branche 2 (commune), mm 
l2 = Longueur « effective » de la branche commune, mm 
Points particuliers 
A = Premier point de contact entre le corps et l’arbre/logement d’appui 
A’ = Le point à la base de la branche 1, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 1 
B = Second point de contact entre le corps et l’arbre/logement d’appui 
B’ = Le point à la base de la branche 2, i.e. à la jonction entre le corps et la branche 2 
C1 = Point de contact entre la branche 1 et la pinnule 1  
C2 = 
Point de contact entre la branche 2 et la pinnule 2 (Modèle 1), ou point de contact 
entre la branche 2 et le plan d’appui décalé (Modèle 2) 
O = Centre du cercle représentant la première spire 
OA = Centre du disque représentant l’arbre central 
O1 = Centre du disque qui modélise la pinnule 1 de diamètre d1 
O2 = Centre du disque qui modélise la pinnule 2 de diamètre d2 
Raideurs angulaires 
Rcorps = Raideur angulaire du corps du ressort, Nm/rad  
Rcorr = 
Raideur angulaire du système, corrigée pour tenir compte de la flexion des branches, 
Nm/rad   
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Ce chapitre présente deux nouveaux modèles permettant de décrire le comportement d’un 
type de ressort particulier : le ressort de torsion double symétrique. Ces deux modèles se 
distinguent par le type d’appui de la branche commune. Le premier modèle propose un appui 
sur une pinnule, et le second prévoit que la branche commune soit en appui sur un plan 
décalé. Le phénomène de polarisation du ressort sur ses appuis est traité par ces modèles. 
Leurs résultats sont confrontés à des essais menés sur une série de ressorts. Ces 
confrontations sont analysées. Enfin, une recommandation générale pour l’utilisation des 
ressorts de torsion doubles est déduite de ces essais. 
 
 
 
1. Considérations générales 
 
Le ressort de torsion double symétrique (cf. Figure IV.1) est couramment utilisé dans 
l’industrie, en raison notamment de son comportement symétrique qui, en conditions 
normales, lui évite de se « mettre en travers » en début de fonctionnement.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.1 - Ressort de torsion double symétrique  
 
Comparativement au ressort de torsion simple, le ressort de torsion double permet ainsi un 
meilleur guidage, et son intégration dans la conception d’un système est plus aisée en vertu du 
principe communément admis qu’il travaille dans un plan (chargements et déformations en 
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deux dimensions). En réalité et grâce à la rigidité de sa branche commune, le phénomène de 
mise en travers des corps d’un ressort de torsion double n’est qu’amoindri par rapport au 
ressort simple. Pour un fort chargement, ce phénomène existe bien pour le ressort de torsion 
double également. Par ailleurs, il présente lui aussi une polarisation sur l’appui de ses corps 
dès le début du chargement (cf. Figure IV.2).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.2 - Phénomène de polarisation du ressort de torsion sur ses appuis, et effet sur 
l’angle système associé  
 
 
 
1.1. Manques actuels, besoin pour des modèles spécifiques 
 
Nous avons vu dans l’étude bibliographique (cf. Chapitre I, 4.2) qu’aucun modèle spécifique 
pour le ressort de torsion double n’a pu être répertorié jusqu’à présent. Un logiciel de calcul 
lui est bien consacré (ASD6, cf. Chapitre I, 4.3.3), mais il ne prend pas en considération le 
phénomène de polarisation. Or de l’avis de concepteurs qui intègrent des ressorts de torsion 
doubles dans leurs systèmes, il serait particulièrement utile de pouvoir simuler la position du 
ressort sur ses appuis, sa polarisation, l’angle système qui lui est associé, puis finalement le 
comportement sous charge du système. Il semble que l’outil qui donnerait ces informations 
n’existe pas encore, probablement parce qu’aucun modèle existant ne permet de les calculer. 
Il existe donc un réel besoin pour des modèles spécifiques décrivant le comportement précis 
du ressort de torsion double. 
Considérant les caractéristiques les plus répandues pour ce type de ressort (cf. Chapitre I, 4.2), 
deux nouveaux modèles pour le ressort de torsion double sont ainsi étudiés dans ce chapitre. 
Les deux présentent des branches tangentes et leurs corps (spires hélicoïdales) sont en appui 
soit sur un arbre cylindrique soit dans un logement circulaire. La branche commune est en 
appui sur une pinnule circulaire pour le Modèle 1 ou sur un plan pour le Modèle 2. 
L’objectif de ces modèles est de prédire le comportement du ressort de torsion double en 
fonctionnement dans son système. Deux niveaux d’analyse sont proposés, menant à un 
comportement linéaire pour l’un et non-linéaire pour l’autre. Le premier niveau d’analyse 
donne accès à un comportement linéaire du système, établi à partir de la raideur angulaire – 
constante – du ressort et de l’angle système initial. Le second prend en considération la 
angle système 
avec polarisation
angle système 
sans polarisation
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déformation et le déplacement du ressort au cours du chargement pour aboutir à un 
comportement non-linéaire du système.  
Ainsi, ces modèles proposent en particulier une solution simplifiée pour prédire le phénomène 
de polarisation du ressort. En fin de chapitre, la confrontation de ces modèles à des données 
expérimentales est analysée. 
 
 
1.2. Ressort concerné par les modèles 
 
Les modèles proposés permettent de simuler le comportement dans un système d’un ressort de 
torsion double (cf. Figure IV.3, Figure IV.4 et Figure IV.5) : 
- constitué d’un fil à section circulaire, 
- présentant un plan de symétrie de sa géométrie et de son chargement, normal à 
l’axe du ressort, 
- possédant deux branches d’extrémité tangentes au corps, 
- possédant deux corps cylindriques constitués chacun d’un nombre quelconque 
de spires jointives, enroulées hélicoïdalement,  
- présentant une branche commune (« interne » ou « externe ») constituée de 
deux parties tangentes aux corps et d’une partie transversale parallèle à l’axe 
du ressort, 
- dont les corps sont en appui sur un arbre ou dans un logement circulaire, 
- dont les branches d’extrémités sont en appui sur une pinnule circulaire d’axe 
parallèle à celui du ressort, 
- dont la branche commune est en appui soit également sur une pinnule 
circulaire d’axe parallèle à celui du ressort (Modèle 1, cf. 2.), soit sur un plan 
(Modèle 2, cf. 3.). 
 
 
 
Figure IV.3 - Conditions d'appuis et chargement des branches pour le Modèle 1 
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 152
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.4 - Conditions d'appuis et chargement des branches pour le Modèle 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.5 - Branche commune « interne » ou « externe » 
 
 
 
1.3. Hypothèses de cette étude  
 
Le principe fondamental sur lequel est basée cette étude est que – sous certaines conditions – 
l’analyse d’un ressort de torsion double peut être raisonnablement traduite en un problème 
plan, i.e. en deux dimensions (2D). En effet, envisageons un modèle de ressort de torsion 
double dont la symétrie de géométrie et de chargement par rapport au plan contenant I est 
parfaite (cf. Figure IV.6). Trois zones de contacts du ressort avec ses appuis sont identifiées. 
1) contacts#1 : corps / appui central (arbre ou logement). 
2) contacts#2 : branches d’extrémité / pinnule. 
3) contacts#3 : branche commune / pinnule pour le Modèle 1 ou branche commune / plan 
pour le Modèle 2. 
Branche commune « interne »
Branche commune « externe » 
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En isolant le ressort, il est possible d’établir pour chacune des trois zones de contact un 
torseur équivalent des actions de contact en un point du plan de symétrie. Pour chacun des 
trois cas, si le point de réduction est judicieusement placé dans ce plan, le torseur équivalent 
est un glisseur. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.6 - Analyse des modèles proposés pour le ressort de torsion double 
(Modèle 1 à gauche, Modèle 2 à droite) 
 
Précisons notre analyse : 
1) Le torseur équivalent aux deux efforts exercés aux contacts#1 est un glisseur au point 
K, que l’on considère deux efforts linéiques ou une série d’efforts ponctuels (un à 
chaque spire). Ce glisseur est nommé  AP . 
2) Le torseur équivalent aux deux efforts exercés aux contacts#2 est un glisseur au point 
L, nommé C1 P . 
3) Le torseur équivalent aux deux efforts exercés aux contacts#3 est un glisseur au point I’ 
pour le Modèle 1 ou glisseur au point I pour le Modèle 2. Ce glisseur est nommé C2 P . 
 
Ainsi, les modèles proposés sont construits à partir de la géométrie du ressort et des appuis, en 
projection dans le plan de symétrie (cf Figure IV.7). Les trois glisseurs  AP , C1 P  et C2 P  
constituent leur chargement. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I
I’ 
K 
L 
 
I
K 
L
contacts#1
contacts#3
contacts#2
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Figure IV.7 - Construction des modèles proposés par une projection du problème  
dans le plan de symétrie 
(Modèle 1 à gauche, Modèle 2 à droite) 
 
Voici le détail des hypothèses adoptées pour ces modèles : 
- tous les déplacements et déformations du ressort sont en 2D, dans un plan 
perpendiculaire à l’axe du ressort, 
- on néglige les éventuelles flexions longitudinales (dans tout plan parallèle à 
l’axe du ressort) des corps du ressort et de la partie transversale de la branche 
commune, 
- la géométrie du modèle est construite sous l’hypothèse de branches 
indéformables, la déformation des branches étant prise en compte dans la 
définition d’une raideur angulaire corrigée (cf. 2.2.1), 
- les frottements inter-spires et au niveau des appuis sont négligés. 
 
Conformément aux deux niveaux d’analyse évoqués au 1.1 (comportements linéaire et non-
linéaire), les deux modèles proposés ont pour premier objectif la détermination de l’angle 
système initial (i.e. pour un chargement infinitésimal), déduit de l’équilibre du ressort sur ses 
appuis. L’angle système initial est ensuite associé à une raideur corrigée du ressort pour 
obtenir le comportement linéaire du système dans lequel le ressort est monté. 
Ensuite pour aboutir au comportement non-linéaire du système étudié, les modèles doivent 
déterminer la position d’équilibre du ressort en charge, donc déformé. La déformation propre 
du ressort est calculée à partir de la raideur corrigée proposée (inspirée de la norme) et du 
couple extérieur chargeant le ressort (calculé par l’écriture de l’équilibre du ressort). 
 
NB : 
Cette caractéristique est en effet potentiellement non-linéaire pour deux raisons 
principales. Premièrement la raideur corrigée – qui est utilisée pour calculer la 
déformation propre du ressort – n’est pas constante au cours du chargement puisque son 
expression dépend notamment du diamètre moyen d’enroulement (D) qui diminue au 
cours du chargement. Il convient cependant de préciser que l’évolution de la raideur 
pendant le chargement est minime (0,1% est l’ordre de grandeur constaté pour la 
variation maximale de la raideur). Deuxièmement, le ressort n’est pas « centré » dans 
son système, autrement dit son axe est mobile par rapport à l’appui central en particulier, 
au cours du chargement. Il s’agit du phénomène de « polarisation » du ressort sur ses 
appuis, i.e. la situation désaxée du ressort par rapport à ses appuis. La polarisation 
implique qu’au cours du chargement l’angle propre du ressort et l’angle système induit 
J PC2 
PC1 
PA 
J
PC2 
PC1 
PA 
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 155
n’ont pas strictement la même évolution. Ainsi, même si dans son propre référentiel, le 
ressort présentait une caractéristique angle-couple linéaire (ce qui n’est pas strictement 
le cas puisque sa raideur n’est pas exactement constante), l’angle système associé – par 
définition observé dans un référentiel lié à l’appui central – ne suit pas la même 
évolution. La caractéristique angle-couple système est donc potentiellement non-
linéaire. 
 
Dans les deux parties suivantes, pour chaque modèle nous présentons l’ensemble de ses 
caractéristiques propres permettant les calculs de l’angle système initial, puis de l’angle 
système en charge, du couple de chargement ou encore de la déformée du ressort. 
 
 
 
2. Le Modèle 1, ressort de torsion double avec la branche 
commune en appui sur une pinnule 
 
La particularité de ce modèle réside dans l’appui prévu pour la branche commune : ses parties 
tangentes sont appuyées sur une pinnule circulaire, fixe par rapport au système 
(cf. Figure IV.3). 
 
 
2.1. Caractéristiques du Modèle 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.8 - Définition géométrique du Modèle 1 avec deux pinnules (selon la vue A, 
cf. Figure IV.1), corps en appui sur un arbre circulaire  
 
X
Y
OA
A
ϕ 
α 
R1 
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O1 
PA 
PC1 
A’ 
B’ 
O
O2
C2
PC2 
R2 
corps du ressort,  
diamètre d’enroulement D, 
nombre de spires n, 
fil circulaire de diamètre d 
arbre d’appui, 
diamètre DA 
pinnule 1, 
diamètre d1 
pinnule 2, 
diamètre d2 
branche 1, 
fil circulaire de 
diamètre d 
branche 2 (commune),  
fil circulaire de diamètre d 
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Figure IV.9 - Définition géométrique du Modèle 1 avec deux pinnules (selon la vue A, 
cf. Figure IV.1), corps en appui dans un logement circulaire  
 
Le Modèle 1 est constitué : 
- d’un ressort de torsion double symétrique, dont les deux corps sont chacun 
l’enroulement hélicoïdal de centre O selon le diamètre moyen D, d’un fil de diamètre 
d, présentant 2n spires au total,  
- de la branche d’extrémité dite « branche 1 », tangente au corps en A’, réalisée en fil de 
diamètre d, 
- de la branche commune dite « branche 2 », tangente au corps en B’, réalisée en fil de 
diamètre d, 
- de l’arbre d’appui (respectivement logement d’appui) fixe et circulaire de diamètre DA 
(resp. DL), de centre OA, sur (resp. dans) lequel le corps s’appuie en A, 
- de la pinnule 1 circulaire de diamètre d1, de centre O1, dont le mouvement autorisé est 
une rotation de centre OA et de rayon R1, sur laquelle la branche 1 s’appuie en C1, 
- de la pinnule 2 fixe, circulaire de diamètre d2, de centre O2 tel que OAO2=R2, sur 
laquelle la branche 2 s’appuie en C2. 
 
On définit dans ce modèle : 
- ϕ, dit « angle ressort » mesurant l’angle entre la base des deux branches (A’ et B’) 
autour du centre du ressort O, 
- α, dit « angle système » mesurant l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et O2 le 
centre de la pinnule 2 autour de OA. 
 
X
Y
OA
A
ϕ 
α 
R1 
C1 
O1 
PA 
PC1 
A’ 
B’ 
O
O2
C2
PC2 
R2 
corps du ressort,  
diamètre d’enroulement D, 
nombre de spires n, 
fil circulaire de diamètre d 
logement d’appui, 
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pinnule 1, 
diamètre d1 
pinnule 2, 
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diamètre d 
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Selon l’analyse qui permet de considérer ce problème en 2D (cf. 1.3), l’équilibre statique du 
ressort implique les trois glisseurs : 
-  AP  : effort de contact de l’arbre/logement sur le corps, en A, de norme PA, 
- C1 P  : effort de contact de la pinnule 1 sur la branche 1, en C1, de norme PC1, 
- C2 P  : effort de contact de la pinnule 2 sur la branche 2, en C2, de norme PC2. 
Conformément à l’hypothèse selon laquelle les frottements sont négligés, on peut 
immédiatement déduire les directions de ces trois efforts :  AP  est porté par AOO , C1 P  est 
porté par 11CO , et C2 P  est porté par 22CO . 
Enfin, ce modèle considère les deux couples OC  et AC  qui traduisent le chargement extérieur 
sur le ressort, l’un exprimé par rapport au ressort (le « couple ressort » OC , au point O, de 
norme CO), l’autre exprimé par rapport au système d’appuis dans lequel le ressort est monté 
(le « couple système » AC , au point OA, de norme CA). 
 
 
2.2. Etude de l’équilibre du Modèle 1 
 
L’objet de cette partie est de présenter l’étude géométrique et l’équilibre statique du ressort 
selon le Modèle 1, qui mènent à la détermination du chargement, de la mise en position, de la 
déformation et du comportement du ressort double dans le plan, et en appui sur deux pinnules. 
Déterminons l’ensemble des paramètres du Modèle 1. 
 
2.2.1. Rcorr, raideur angulaire corrigée du ressort pour le Modèle 1 
La raideur corrigée du ressort de torsion double en appui sur deux pinnules peut être déduite 
directement de la raideur corrigée du ressort de torsion simple à branches tangentes, définie 
dans le Chapitre III (cf. Rcorr_tangentes, Chapitre III, 2.). En effet, la raideur corrigée de chaque 
demi-ressort double est celle du ressort simple équivalent ayant n spires. La raideur du ressort 
double complet est la somme des raideurs de chaque demi-ressort, soit :  









 


+



+
×=
D
R n  π12
1 -D
R 4
  
D
R n  π12
1 -D
R 4
  1 D n 64
d E
  2  R
2
2
2
1
2
1
4
corr  
Cette raideur corrigée du ressort est donc adaptée au Modèle 1 (i.e. la branche commune en 
appui sur une pinnule circulaire). 
 
2.2.2. ∆ϕ, déflexion angulaire corrigée du ressort de torsion double pour le 
Modèle 1 
La déflexion angulaire corrigée du ressort de torsion double s’obtient par la loi de 
comportement classique du ressort de torsion, via la raideur corrigée Rcorr. Soit : 
corr
O
R
C  ∆ =ϕ  
Cette déflexion angulaire corrigée peut être considérée comme une « déflexion virtuelle » qui, 
appliquée au même ressort mais muni de branches indéformables, permet d’obtenir la même 
configuration système (positions relatives des appuis du corps et des branches) qu’avec le 
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ressort original dont les branches fléchissent (cf. également la détermination de la raideur 
corrigée, 2.2.1). 
 
2.2.3. n, nombre de spires du demi-ressort 
n est le nombre de spires en charge du demi-ressort. D’après l’IST [IST 80], il augmente 
proportionnellement avec la déflexion angulaire ∆ϕ du ressort de torsion. 
Ainsi, le nombre de spires du demi-ressort vaut : 
2π
∆  *n  n ϕ+=  où ∆ϕ est exprimé en radians 
 
2.2.4. D, diamètre moyen d’enroulement 
D’après l’IST [IST 80], le diamètre moyen d’enroulement D d’un ressort de torsion diminue 
au cours du chargement proportionnellement à l’augmentation du nombre de spires n. 
Ainsi, on a : 
*D n
*n  D =   
 
2.2.5. ϕ*, angle ressort libre, ou initial 
L’angle ressort libre (ressort au repos) ϕ* se calcule à partir du nombre de spires du demi-
ressort au repos n* qui est une donnée d’entrée. ϕ* est l’angle formé autour du centre du 
ressort O entre les bases des deux branches (A’ et B’, cf. Figure IV.8 et Figure IV.9), ressort 
au repos. 
Ainsi, on a géométriquement ( )'u ; 'u  * BA=ϕ , soit : 
2π  Ent(n*)] - *[n  * ×=ϕ   en radians  
ou 360  Ent(n*)] - *[n  * ×=ϕ   en degrés 
 
2.2.6. ϕ, angle ressort en charge 
L’angle ressort en charge ϕ se calcule à partir de l’angle ressort libre ϕ* et de la déflexion 
angulaire ∆ϕ. C’est l’angle formé autour du centre du ressort O entre les bases des deux 
branches (A’ et B’, cf. Figure IV.8 et Figure IV.9), ressort chargé. 
Ainsi, on a géométriquement ( )'u ; 'u  BA=ϕ , soit : 
ϕ+ϕ=ϕ ∆  *   
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2.2.7.  AP , C1 P  et C2 P , efforts de contact 
Le ressort est soumis à trois efforts coplanaires,  AP , C1 P  et C2 P . Ces trois vecteurs sont donc 
concourants en un point noté J. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.10 - Equilibre statique du Modèle 1, configuration#1 
 
Le Principe Fondamental de la Statique permet d’établir trois équations (deux en résultantes, 
une en moment) qui donnent accès aux trois inconnues PA, PC2 et γ. Afin de simplifier 
l’écriture de l’équilibre statique du ressort représenté Figure IV.10, posons quelques 
paramètres supplémentaires : 
• l’angle γ positionne le point de contact A par rapport à la géométrie du ressort : 
γ = ( )AA u ; 'u , 
• l’angle λ1 = ( )1A1 OO ; CA'+ ,  
• l’angle λ2 = ( )2CB' ; Y + , 
• l’angle αJ1 = ( )A11 u ; OC ,  
• l’angle αJ2 = ( )22A OC ; u . 
Les trois équations issues de l’équilibre statique du ressort soumis aux trois efforts  AP , C1 P  et 
C2 P , sont : 
• d’après la somme des résultantes projetée sur Au , 
PA - PC1 cos(αJ1) - PC2 cos(αJ2) = 0  (Eq. IV.1) 
• d’après la somme des résultantes projetée sur Av , 
PC1 sin(αJ1) - PC2 sin(αJ2) = 0 (Eq. IV.2) 
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• d’après la somme des moments en OA projetée sur Z . 
PC2 R2 cos(λ2) - PC1 R1 cos(λ1) = 0 (Eq. IV.3) 
 
En outre les quatre variables intermédiaires αJ1, αJ2, λ1 et λ2 sont déterminées à l’aide de 
quatre équations géométriques faisant intervenir γ. Elles sont présentées ci-dessous. 
• ( )

 ××++=
1
A1
1 R 2
γcosOO2-ddD
arcsin  λ  
• ( )

 ϕ××++=
2
A2
2 R 2
-γcosOO2-ddD
arcsin  λ  
• αJ1 = γ  
• αJ2 = ϕ - γ  
avec : 
2
D-d-D  OO AA =  si le ressort est en appui sur un arbre cylindrique (cf. Figure IV.8) 
2
D-d-D  OO LA =  si le ressort est en appui dans un logement cylindrique (cf. Figure IV.9)  
 
On obtient ainsi les formules de calcul de PA, PC2 et γ. 
PC2 est calculé directement à partir de Eq. IV.2 : 
 
)sin(α
)sin(α P  P
J2
J1
C1C2 =  
PA se déduit de Eq. IV.1 : 
 PA = PC1 cos(αJ1) + PC2 cos(αJ2) 
Mais pour évaluer PA et PC2, il faut au préalable déterminer l’angle  γ qui intervient dans les 
expressions de αJ1 et αJ2. Ainsi, on déduit de Eq. IV.3 que  γ est la racine de l’équation 
suivante : 
 γ est tel que 0  )cos(λ R - )cos(λ 
)sin(α
)sin(α R 112
J2
J1
2 =  (Eq. IV.4) 
 
Détermination de γ : 
La valeur de γ recherchée est celle qui permet de respecter l’égalité Eq. IV.4. Autrement dit, γ 
est la racine de l’équation Eq. IV.4 dont presque chaque élément (αJ1, αJ2, λ1 et λ2) dépend de 
γ. Ainsi une résolution analytique de cette équation complexe en γ n’est pas envisageable. 
Une méthode a été mise en place pour déterminer la valeur numérique de γ, qui respecte 
l’équilibre statique du ressort en vérifiant Eq. IV.4. Voici le principe de cette méthode. Une 
solution graphique – dans son principe – est proposée. Il est possible de calculer puis tracer 
les valeurs de Eγ = 

 )cos(λ R - )cos(λ 
)sin(α
)sin(α R 112
J2
J1
2  pour une série de valeurs de γ. Le résultat 
est une courbe (dont un exemple est donné Figure IV.11) qui coupe l’axe des abscisses au 
moins en un point, où l’équation Eq. IV.4 est vérifiée (Eγ = 0). La valeur de γ correspondant à 
ce point est une solution de Eq. IV.4 et traduit donc l’équilibre statique du ressort.  
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Figure IV.11 - Recherche graphique de γ parmi les racines de l’équation Eq. IV.4 
 
D’après la définition vectorielle de γ, on a -180° ≤ γ ≤ 180°. Dans ce cas (cf. Figure IV.11), on 
obtient deux valeurs distinctes de γ vérifiant l’équation Eq. IV.4. Or une seule a une 
signification physique pour l’équilibre du ressort.  
 
L’étude géométrique associée à l’équilibre statique du ressort amène à considérer deux 
configurations distinctes. Dans la première (« configuration#1 »), le vecteur  AP  est orienté à 
l’opposé de J, tandis que dans la seconde (« configuration#2 »), le vecteur  AP  est orienté vers 
J. De plus, nous allons voir que la détermination de l’angle γ dépend de la configuration 
considérée. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.12 - Equilibre statique du Modèle 1, configuration#2 
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Par une analyse géométrique des deux configurations du ressort (cf. Figure IV.10 et 
Figure IV.12), et tenant compte de sa définition ( γ = ( )AA u ; 'u  ), on constate alors que :  
• en configuration#1,  0 ≤ γ ≤ 180°; 
• en configuration#2,  -180° ≤ γ ≤ 0. 
Si la configuration du ressort est connue (cf. 2.3), on peut ainsi réduire l’intervalle de 
définition de γ à [0 ; 180°] ou [-180° ; 0°], et n’obtenir alors qu’une seule valeur de γ telle que 
Eγ = 0.  
Il convient alors de déterminer une approximation précise de cette valeur de γ. La fonction Eγ 
est discontinue sur son intervalle de variation. De manière à obtenir une solution numérique 
robuste, l’intervalle de définition de γ est discrétisé en 181 valeurs γi (degré par degré). Eγ est 
calculé pour chacune de ces valeurs. On obtient une série de 181 points d’abscisse γi et 
d’ordonnée Eγ(γi ). Les deux points contigus encadrant le « passage » de Eγ par la valeur zéro 
sont sélectionnés. Ils permettent de former un intervalle où Eγ est continûment croissante ou 
décroissante. On obtient l’une des deux situations décrites Figure IV.13.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.13 - Interpolation linéaire sur Eγ pour approcher γ , 
deux cas possibles selon la monotonie de Eγ 
 
Finalement, la valeur retenue pour γ, celle qui vérifie l’équation Eq. IV.4, est approchée par 
une interpolation linéaire entre les points sélectionnés : 
( ) ( ) ( ) γE -γE
γ- γ
 γE -  γγ 
kγ1kγ
k1k
kγk
+
+=  
Connaissant la valeur de l’angle γ, les efforts de contact sur le ressort  AP , C1 P  et C2 P  sont 
désormais totalement déterminés pour le Modèle 1. 
 
2.2.8. CO, couple ressort 
Le « couple ressort » CO est la somme des projections sur Z  (normale au plan d’étude du 
modèle) des couples de cohésion dans les corps qui résultent du chargement du ressort, et qui 
sont exprimés au point O (centre du ressort). 
CO est calculé à partir de PC1 (cf. Figure IV.10 et Figure IV.12) : 
A'C  P  C 1C1O ×=  
Soit : ( ) ( )[ ]γsin OO - λcosR P  C A11C1O ×=  
 
γi 
Eγ 
γk 
γk+1 
Eγ(γk+1) 
Eγ(γk) 
γ 
γi 
Eγ 
γk 
γk+1 
Eγ(γk+1) 
Eγ(γk) 
γ 
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2.2.9. CA, couple système 
Le « couple système » CA est la projection sur le vecteur Z  du couple de chargement 
extérieur exprimé en OA.  
CA est calculé à partir de PC2 (cf. Figure IV.10 et Figure IV.12) :  ( )22C2A λcos R  P  C ×=  
 
2.2.10. α, angle système en charge 
L’angle système α traduit la position angulaire du système en charge. Pour le Modèle 1, α est 
l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et O2 le centre de la pinnule 2 autour de OA le centre 
du système. 
Il est géométriquement défini ainsi : 
α = ( )Y ; OO 1A   
L’analyse des Figure IV.10 et Figure IV.12 permet de calculer α en charge : 
α = αJ1 + αJ2 - λ1 - λ2 + π  en radians 
 
2.2.11. α*, angle système au repos 
L’« angle système » α* traduit la position angulaire du système au repos. α* est calculé selon 
la même expression que α mais pour un chargement (PC1) infinitésimal.  
 
2.2.12. ∆α, déflexion angulaire du système 
La déflexion angulaire du système ∆α est l’augmentation de l’angle système due à la mise en 
charge du ressort. Ainsi : 
∆α = α - α*  
 
 
2.3. Conditions d’obtention des configuration#1 et configuration#2 
pour le Modèle 1 
 
La configuration en cours du Modèle 1 – « configuration#1 » ou « configuration#2 » – a un 
impact sur la détermination de l’angle γ (cf. 2.2.7). Il faut donc connaître en toute 
circonstance la configuration effective du modèle. En cours de chargement, le ressort peut 
passer d’une configuration à l’autre. Pour cela, une analyse des situations constituant les 
limites entre les deux configurations est menée. Elles représentent des états d’équilibre 
particuliers pour ce modèle. Ces situations d’équilibre sont atteintes pour certaines valeurs 
particulières de l’angle ressort ϕ, présentées dans ce paragraphe.  
Quatre situations-limites séparant les configuration#1 et configuration#2 sont identifiées 
(cf. Figure IV.14, Figure IV.15, Figure IV.16 et Figure IV.17). Les trois premières traduisent 
la transition de la configuration#1 vers la configuration#2 lorsque ϕ croît (i.e. le ressort « se 
tend »). La quatrième situation traduit à l’opposé la transition de la configuration#2 vers la 
configuration#1, toujours lorsque ϕ croît. 
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Figure IV.14 - « équilibre 1 », première situation-limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.15 - « équilibre 2 », deuxième situation-limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 1 
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Figure IV.16 - « équilibre 3 », troisième situation-limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.17 - « équilibre 4 », quatrième situation-limite séparant les configuration#2 et 
configuration#1 du Modèle 1 
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Analysons ces situations-limites. 
On pose : 
 
2
A
1
2
A
22
2L1 OO  2
d d D
  OO - 2
d d D
 - R   R 


 ++++


 ++=  
 
2
A
1
2
A
22
2L2 OO - 2
d d D
  OO  2
d d D
 - R   R 


 +++


 +++=  
 
La situation « équilibre 1 » se produit : 
quand ϕ = π,  
et si L11 R  R > . 
 
Elle se caractérise par la position du point A (contact entre le corps et l’arbre/logement) à la 
base de : 
• la branche 2 (B’), si l’appui est un arbre circulaire, 
• la branche 1 (A’), si l’appui est un logement circulaire. 
 
La situation « équilibre 2 » se produit : 
quand ϕ = π,  
et si L21 R  R < . 
Dans cette situation, le point A est positionné à la base de : 
• la branche 1 (A’), si l’appui est un arbre circulaire, 
• la branche 2 (B’), si l’appui est un logement circulaire. 
 
La situation « équilibre 3 » se produit : 
quand ϕ = π,  
et si L11L2 R  R  R ≤≤ . 
Elle est caractérisée par l’absence de contact entre le corps et l’arbre/logement : le point A 
n’est pas défini. Sous l’hypothèse géométrique de branches rigides, cet équilibre est stable car 
un pivotement (dans le plan du modèle) du ressort entraînerait un rapprochement mutuel des 
branches, donc une tension supplémentaire, i.e. l’augmentation de son énergie interne. Cet 
équilibre peut être qualifié de « flottant » car le ressort n’est en équilibre que sur deux points 
de contact (C1 et C2) et non trois. En revanche, en considérant géométriquement la flexion des 
branches, cet équilibre devient incertain. 
 
Enfin, la situation « équilibre 4 » apparaît lorsque ϕ = 0. 
 
Ainsi pour le Modèle 1, les domaines de définition des configuration#1 et configuration#2 
sont déterminés en fonction des valeurs de ϕ (cf. Figure IV.18). 
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Figure IV.18 - Domaines de définition des configurations bornées par les quatre situations 
d’équilibre, en fonction de ϕ, pour le Modèle 1 
 
En conclusion, le Modèle 1 est en : 
 configuration#1 quand 0 ≤ ϕ ≤ π 
 configuration#2 quand π < ϕ < 2π. 
 
 
 
3. Le Modèle 2, ressort de torsion double avec la branche 
commune en appui sur un plan 
 
Le Modèle 2 se distingue du Modèle 1 essentiellement par le type d’appui prévu pour la 
branche commune : la partie transversale de sa branche commune est appuyée sur un plan 
décalé, fixe par rapport au système (cf. Figure IV.4). 
 
3.1. Caractéristiques du Modèle 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.19 - Définition géométrique du Modèle 2 avec plan décalé (selon la vue A, 
cf. Figure IV.1), corps en appui sur un arbre circulaire  
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Figure IV.20 - Définition géométrique du Modèle 2 avec plan décalé (selon la vue A, 
cf. Figure IV.1), corps en appui dans un logement circulaire  
 
Le Modèle 2 est constitué : 
- d’un ressort de torsion double symétrique, dont les deux corps sont chacun 
l’enroulement hélicoïdal de centre O selon le diamètre moyen D, d’un fil de diamètre 
d, présentant 2n spires au total,  
- de la branche d’extrémité dite « branche 1 », tangente au corps en A’, réalisée en fil de 
diamètre d, 
- de la branche commune dite « branche 2 », tangente au corps en B’, de longueur lb2 
dans ce plan, réalisée en fil de diamètre d, 
- de l’arbre d’appui (respectivement logement d’appui) fixe et circulaire de diamètre DA 
(resp. DL), de centre OA, sur (resp. dans) lequel le corps s’appuie en A, 
- de la pinnule 1 circulaire de diamètre d1, de centre O1, dont le mouvement autorisé est 
une rotation de centre OA et de rayon R1, sur laquelle la branche 1 s’appuie en C1, 
- du plan d’appui fixe, décalé de e2 selon X
G
 par rapport à (OA, Y
G
) [e2 peut être positif 
ou négatif], sur lequel la branche 2 s’appuie en C2. 
 
Dans ce modèle : 
- ϕ, dit « angle ressort », mesure l’angle entre la base des deux branches (A’ et B’) 
autour du centre du ressort O. ϕ est une sortie du modèle ; 
- α, dit « angle système », mesure l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et l’axe (OA, 
Y
G
). α est une sortie du modèle ; 
- e2, est la distance qui définit le décalage – positif ou négatif – selon X  du plan d’appui 
par rapport à (OA, Y
G
). e2 est une entrée du modèle ; 
- lb2, est la longueur « réelle » de la branche commune, définie sur la Figure IV.21. lb2 
est une entrée du modèle ; 
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- l2, est la longueur « effective » de la branche commune (cf. Figure IV.21). La longueur 
effective l2 est utilisée pour la détermination de certains paramètres du modèle (Rcorr, 
λ2, ϕé1, ϕé2 et OC2, cf. 3.2 et 3.3). Elle correspond à la projection de B’C2 sur l’axe de 
la partie tangente de la branche commune. l2 est une sortie du modèle. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.21 - Définition géométrique de la longueur « effective » de la branche commune, l2 
 
Ainsi, la relation entre l2 et lb2 est obtenue : ( )"λsin d - l  l 2b22 =  
L’angle λ2" est une valeur approchée de l’angle λ2 (cf. 3.2.3). On n’utilise pas λ2 dans la 
définition de l2 (ci-dessus) justement en raison de la présence de l2 dans le calcul de λ2 
(cf. Eq. IV.7). C’est pourquoi une valeur approchée de λ2 est proposée. Cette valeur 
correspond à la valeur de λ2 dans la situation particulière où les points O et OA sont alignés 
horizontalement (i.e. AOO  colinéaire à X
G
, comme dans l’exemple de la Figure IV.22).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.22 - Détermination de l’angle λ2" 
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Dans cette situation, l’angle λ2" peut être déterminé en fonction des données géométriques du 
ressort et du système : 
λ2" = ω1 - ω2 
avec 








+
=ω
2
b2
2
1
lb
a 
 arcsin   



=ω
b2
2 l
b 
 arctan   
 
On obtient donc l’expression de λ2" : 












+
=
b22
b2
2
2 l
b 
 arctan - 
lb
a 
 arcsin  "λ  
 
L’équilibre statique (cf. 3.2.3) du ressort mène à considérer les trois efforts de contact : 
-  AP  : effort de contact de l’arbre/logement sur le corps, en A, de norme PA, 
- C1 P  : effort de contact de la pinnule 1 sur la branche 1, en C1, de norme PC1, 
- C2 P  : effort de contact du plan d’appui sur la branche 2, en C2, de norme PC2. 
Conformément à l’hypothèse selon laquelle les frottements sont négligés, il est possible de 
déduire immédiatement les directions de ces trois efforts :  AP  est porté par AOO , C1 P  est 
porté par 11CO , et C2 P  est porté par (C2, Y
G
). 
 
 
3.2. Etude de l’équilibre du Modèle 2 
 
L’objet de cette partie est de présenter l’étude géométrique et l’équilibre statique du ressort 
selon le Modèle 2, qui mènent à la détermination du chargement, de la mise en position, de la 
déformation et du comportement du ressort double dans le plan, et en appui sur une pinnule et 
un plan. 
Déterminons l’ensemble des paramètres du Modèle 2. 
 
3.2.1. Rcorr, raideur angulaire corrigée du ressort pour le Modèle 2 
Nous allons adapter au Modèle 2 la méthode proposée par la norme EN 13906-3 (cf. 
Chapitre III, 2.) pour tenir compte de la flexion d’une branche tangente, afin d’obtenir une 
raideur angulaire corrigée. Rappelons que le Modèle 2 présente la branche d’extrémité en 
appui sur une pinnule, mais la branche commune en appui sur un plan décalé. Par rapport au 
cas du Modèle 1 étudié précédemment (cf. 2.2.1), la différence intervient donc sur 
l’expression de ∆α
β2  car l’angle β2 s’obtient différemment comme l’illustre la Figure IV.23. 
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Figure IV.23 - Eléments pour la détermination de la raideur angulaire corrigée du Modèle 2 
 
On exprime ainsi la déflexion angulaire corrigée avec les deux branches ∆α, exprimée dans 
les notations de notre étude (cf. Figure IV.23) : 
∆αcorr = ∆α + β1 + β2 
 = ∆α + ∆α 


∆α
β1  + ∆ϕ 


∆α
β2  (Eq. IV.5) 
On connaît déjà α
β1∆  pour la branche 1 en appui sur une pinnule (cf. Chapitre III, 2.). En 
revanche, il faut déterminer α
β2∆  pour la branche 2 qui est ici en appui sur le plan décalé. 
Pour cela, on peut exprimer β2 en fonction de l’effort PC2. Une étude d’élasticité linéaire de la 
branche 2 en flexion permet d’estimer β2 : 
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De plus, on a : 
4
O
corps
O
d E
C Dn 64
  
R
C  ∆α == , en radians, 
où le couple CO dans la situation de la Figure IV.23 vaut : 
2
2
2
2
2
C2O e - l  4
D
  P  C +=  
On en déduit le rapport α
β2∆  pour le Modèle 2 : 
 1  
l 2
D 
  n D 3π
l
  ∆α
β
2
2
22
+



=  
Ainsi, par l’équation Eq. IV.5, on obtient ∆αcorr : 
∆α = ∆α 
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Puis la relation entre les raideurs corrigée et non corrigée pour un demi-ressort : 
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Soit finalement la raideur la raideur corrigée pour le ressort double complet :  

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Cette raideur corrigée du ressort est donc adaptée au Modèle 2 (i.e. la branche commune en 
appui sur un plan décalé). 
 
3.2.2. ∆ϕ, n, D et ϕ 
Ces quatre paramètres sont identiques à ceux du Modèle 1 (cf. 2.2).  
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3.2.3.  AP , C1 P  et C2 P , efforts de contact 
Afin de déterminer  AP  et C2 P , les efforts de contact en A et C2, et la direction de C1 P , l’effort 
de contact en C1, écrivons l’équilibre statique du ressort (cf. Figure IV.24, Figure IV.25 et 
Annexe 7). 
On pose Y  colinéaire au plan d’appui décalé ascendant (au sens où C2 est « au-dessus » de 
B’). 
Pour les mêmes motifs que pour le Modèle 1 (cf. 2.2.7), il convient de distinguer les 
« configuration#1 » et « configuration#2 » pour l’étude de l’équilibre statique du ressort.  
Les Figure IV.24 et Figure IV.25 représentent les deux configurations avec e2 > 0, les mêmes 
configurations sont obtenues avec e2 < 0. Les figures correspondantes sont placées dans 
l’Annexe 7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.24 - Equilibre statique du Modèle 2, configuration#1 
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Figure IV.25 - Equilibre statique du Modèle 2, configuration#2, e2 ≥ 0 
 
Pour mieux cerner la différence entre la configuration#1 et la configuration#2, on peut 
remarquer qu’elle correspond à un changement dans les sens de  AP . En effet selon les 
Figure IV.24 et Figure IV.25, en configuration#1  AP  est orienté à l’opposé de J, tandis qu’en 
configuration#2  AP  est orienté vers J (J est toujours le point de concours des trois efforts). 
Le Principe Fondamental de la Statique permet d’établir trois équations (deux en résultantes, 
une en moment) qui donnent accès aux trois inconnues PA, PC2 et γ . Rappelons que γ permet 
de positionner le point de contact A, γ = ( )AA u ; 'u .  
Les trois équations issues de l’équilibre statique du ressort soumis aux trois efforts  AP , C1 P  et 
C2 P , sont : 
• d’après la somme des résultantes projetée sur Au  
PA - PC1 cos(αJ1) - PC2 cos(αJ2) = 0  (Eq. IV.1) 
• d’après la somme des résultantes projetée sur Av  
PC1 sin(αJ1) - PC2 sin(αJ2) = 0 (Eq. IV.2) 
• d’après la somme des moments en OA projetée sur Z  
PC2 R2 - PC1 R1 cos(λ1) = 0 (Eq. IV.6) 
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Pour en déduire PA, PC2 et γ, il faut au préalable déterminer les variables intermédiaires αJ1, 
αJ2, R2 et λ1. Géométriquement, on a ainsi :  
• αJ1 = ( )A11 u ; OC  = γ  
• αJ2 = ( )X ; uA  = ϕ - γ - λ2 - λ3 + 2π  
• ( ) 2222A2 e - CO  R =  
• ( ) ( ) ××++== 1 A11A11 R 2 γcosOO2-ddDarcsin  OO ; CA'  λ  
Avec : 
• ( ) ( )[ ]( ) 



ϕ×+
ϕ××+==
-γsinOOl
-γcosOO2-dD2
1
arctan  B'C ; OC  λ
A2
A
2A22  (Eq. IV.7) 
(l2 : longueur « effective » de la branche commune, cf. 3.1) 
• ( )( )2
A
2A
λsin 2
-γcosOO2-dD
  CO
ϕ××+=  
• 2
D - d - D  OO AA =   si le ressort est en appui sur un arbre cylindrique 
(cf. Figure IV.19) 
2
D - d - D  OO LA =   si le ressort est en appui dans un logement cylindrique 
(cf. Figure IV.20) 
• 

=
2A
2
3 CO
earccos  λ = ( )A2OC ; X - . 
 
On déduit ainsi les formules de calcul de PA, PC2 et γ.  
D’après Eq. IV.2 et Eq. IV.1, PC2 et PA sont exactement identiques à ceux du Modèle 1 (cf. 
2.2.7), soit : 
 
)sin(α
)sin(α P  P
J2
J1
C1C2 =  
 PA = PC1 cos(αJ1) + PC2 cos(αJ2) 
 
Pour évaluer PA et PC2, il faut au préalable déterminer l’angle  γ qui intervient dans les 
expressions de αJ1 et αJ2. Ainsi, on déduit γ de Eq. IV.6, car  γ est la racine de l’équation 
suivante (issue de Eq. IV.6) : 
 γ est tel que 0  )cos(λ R - 
)sin(α
)sin(α R 11
J2
J1
2 =  (Eq. IV.8) 
 
Détermination de γ : 
Pour l’évaluation de γ dans le Modèle 2, le même principe que pour le Modèle 1 est adopté 
(cf. 2.2.7) : γ est approché par une interpolation linéaire autour de Eγ = 0, avec 
Eγ = 

 )cos(λ R - 
)sin(α
)sin(α R 11
J2
J1
2 , et les intervalles de définition de γ demeurent : 
• en configuration#1,  0 ≤ γ ≤ 180°; 
• en configuration#2,  -180° ≤ γ ≤ 0. 
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Connaissant la valeur de l’angle γ, les efforts de contact  AP , C1 P  et C2 P  sont désormais 
totalement déterminés pour le Modèle 2. 
 
3.2.4. CO, couple ressort 
La détermination et l’expression du « couple ressort » CO sont inchangées par rapport au 
Modèle 1 (cf. Figure IV.24, Figure IV.25 et 2.2.8). 
Soit : ( ) ( )[ ]γsin OO - λcosR P  C A11C1O ×=  
 
3.2.5. CA, couple système 
Le « couple système » CA est la projection sur le vecteur Z  du couple au point OA, exercé par 
le système sur le ressort, et d’un point de vue système.  
CA est calculé à partir de PC2 : 
2C2A R  P  C ×=  
 
3.2.6. α, angle système en charge 
L’angle système α traduit la position angulaire du système en charge. Pour le Modèle 2, α est 
l’angle entre O1 le centre de la pinnule 1 et l’axe vertical (OA, Y
G
). 
Il est géométriquement défini par : 
α = ( )Y ; OO 1A   
L’analyse des Figure IV.24 et Figure IV.25 permet de calculer α en charge : 
α = αJ1 + αJ2 - λ1 + π  en radians 
 
3.2.7. α*, angle système au repos 
L’« angle système » α* traduit la position angulaire du système au repos. α* est calculé selon 
la même expression que α mais pour un chargement (PC1) infinitésimal.  
3.2.8. ∆α, déflexion angulaire du système 
La déflexion angulaire du système ∆α est l’augmentation de l’angle système due à la mise en 
charge du ressort. Son expression est inchangée par rapport au Modèle 1 (cf. 2.2.12). Ainsi, 
on a : 
∆α = α - α*  
 
 
3.3. Conditions d’obtention des configuration#1 et configuration#2 
pour le Modèle 2 
 
Selon la même analyse que pour le Modèle 1 (cf. 2.3), il est nécessaire de connaître la 
configuration en cours du Modèle 2 – « configuration#1 » ou « configuration#2 » – pour 
pouvoir déterminer l’angle γ (cf. 3.2.3). Les situations-limites entre les deux configurations 
constituent des états d’équilibre particuliers pour ce modèle. Ces situations d’équilibre sont 
atteintes pour certaines valeurs particulières de l’angle ressort ϕ. 
Pour ce modèle, quatre situations-limites séparant les configuration#1 et configuration#2 sont 
répertoriées (cf. Figure IV.26, Figure IV.27, Figure IV.28 et Figure IV.29). Les trois 
premières traduisent la transition de la configuration#1 vers la configuration#2 lorsque ϕ 
augmente (i.e. le ressort « se tend »). La quatrième situation traduit la transition de la 
configuration#2 vers la configuration#1, toujours lorsque ϕ croît. 
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Figure IV.26 - « équilibre 1 », première situation-limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.27 - « équilibre 2 », deuxième situation-limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 2 
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Figure IV.28 - « équilibre 3 », troisième situation-
limite séparant les configuration#1 et 
configuration#2 du Modèle 2  
 
 
 
 
Figure IV.29 - « équilibre 4 », quatrième 
situation-limite séparant les configuration#2 et 
configuration#1 du Modèle 2 
 
 
On détermine les paramètres ϕé1, ϕé2, λ0, OC2, RL1et RL2, qui permettent de caractériser les 
différentes situations d’équilibre envisagées : 
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(longueur l2 : cf. 3.1) 
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avec : 



 +=
2
2A
0 OC
e OO
arcsin  λ  
2
2
22 2
d D
  l   OC 


 ++=  
De plus, posons ici : 
( ) ( )2A222
2
A
1
L1 OO  e - OC  OO  2
d  d D
   R ++


 +++=  
( ) ( )2A222
2
A
1
L2 OO - e - OC  OO - 2
d  d D
   R +


 ++=  
 
Ainsi, la situation « équilibre 1 » se produit : 
quand ϕ = ϕé1,  
et si L11 R  R > . 
Elle se caractérise par la position du point A (contact entre le corps et l’arbre/logement) sur 
l’axe ( )X ; OA  : 
• à droite de OA (i.e. sens X  positif) si l’appui est un arbre circulaire, 
• à gauche de OA (i.e. sens X  négatif) si l’appui est un logement circulaire. 
 
La situation « équilibre 2 » se produit : 
quand ϕ = ϕé1,  
et si L21 R  R < . 
Dans cette situation, le point A est positionné sur l’axe ( )X ; OA  : 
• à gauche de OA (i.e. sens X  négatif) si l’appui est un arbre circulaire, 
• à droite de OA (i.e. sens X  positif) si l’appui est un logement circulaire. 
 
La situation « équilibre 3 » se produit : 
quand ϕ = ϕé1,  
et si L11L2 R  R  R ≤≤ . 
Elle est caractérisée par l’absence de contact entre le corps et l’arbre/logement : le point A 
n’est pas défini. Sous l’effet de la tension du ressort chargé tendant à éloigner mutuellement 
les deux branches, le point C2 peut glisser – positivement ou négativement selon Y  – sur le 
plan d’appui. De ce fait, cette situation constitue un équilibre instable. 
 
La situation « équilibre 4 » apparaît lorsque ϕ atteint une autre valeur, appelée ϕé2. 
 
Ainsi, connaissant ϕé1 et ϕé2, on peut savoir pour quelles plages de valeurs de ϕ le modèle se 
trouve en configuration#1 ou en configuration#2. Ici, selon la valeur de e2, on a soit ϕé1 > ϕé2, 
soit ϕé1 < ϕé2, et les domaines de définition des configuration#1 et configuration#2 en 
dépendent (cf. Figure IV.30). 
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Figure IV.30 - Domaines de définition des configurations bornées par les quatre situations 
d’équilibre, en fonction de ϕ, pour le Modèle 2 
 
On en conclut que : 
¾ si ϕé1 > ϕé2, le Modèle 2 est en : 
 configuration#1 quand ϕé2 < ϕ ≤ ϕé1 
 configuration#2 dans les autres cas ; 
¾ si ϕé1 < ϕé2, le Modèle 2 est en : 
 configuration#2 quand ϕé1 < ϕ ≤ ϕé2 
 configuration#1 dans les autres cas. 
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4. Construction des lois de comportement linéaire et non-
linéaire 
 
Pour chacun des deux modèles présentés ci-avant, l’étude de l’équilibre statique du ressort est 
exploitée pour bâtir une loi de comportement linéaire et une autre loi non-linéaire. 
 
 
4.1. Entrées et sorties des modèles 
 
L’objectif principal de ces modèles étant d’obtenir une loi de comportement linéaire et une 
autre non-linéaire, ils doivent pour cela déterminer l’angle système initial α* et une raideur 
corrigée calculée en fonction du modèle considéré pour le comportement linéaire, puis l’angle 
système en charge α et son couple système associé CA pour le comportement non-linéaire. 
Ces résultats doivent être déduits des données définissant le ressort de torsion double et le 
système dans lequel il est monté : la géométrie et les caractéristiques matérielles du ressort, et 
la géométrie des appuis. Ces paramètres d’entrée sont : 
• D*, le diamètre moyen d’enroulement des spires, à vide ; 
• d, le diamètre du fil ; 
• n*, le nombre de spires du demi-ressort, à vide ; 
• E, le module d’Young du fil ; 
• DA, le diamètre de l’arbre d’appui central ; 
• ou DL, le diamètre de logement d’appui ; 
• R1, le rayon situant l’axe de la pinnule 1 ; 
• d1, le diamètre de la pinnule 1 ; 
• R2, le rayon situant l’axe de la pinnule 2 (pour le Modèle 1) ; 
• d2, le diamètre de la pinnule 2 (pour le Modèle 1) ; 
• e2, le décalage selon X  du plan d’appui par rapport à (OA, YG ) (pour le Modèle 2) ; 
• lb2, la longueur de la branche commune (pour le Modèle 2) ; 
• PC1, la norme de l’effort de contact C1 P , qui détermine le chargement du système. 
 
Les paramètres d’entrée et de sortie des modèles proposés sont synthétisés dans le 
Tableau IV.1. 
 
Entrées Sorties 
D* 
d 
n* 
E 
DA   ou   DL 
R1 
d1 
Modèle 1 : R2, d2 
Modèle 2 : lb2, e2 
PC1 
α* 
Rcorr 
α 
CA 
 
Tableau IV.1 - Entrées et sorties des Modèle 1 et Modèle 2 
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4.2. Détermination des angle et couple système, α et CA 
 
Les paramètres ∆ϕ et CO sont interdépendants, comme ils le sont pour le Modèle Tube Non-
Linéaire présenté dans le chapitre traitant du ressort de torsion simple (cf. Chapitre III, 4.). 
Ainsi selon le même principe, un algorithme est proposé pour déterminer ∆ϕ et CO par un 
processus itératif (cf. Figure IV.31), pour en déduire les angle et couple système α et CA. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.31 - Algorithme itératif pour les déterminations simultanées de ∆ϕ et CO 
permettant le calcul de α et CA 
 
Comme pour le Modèle Tube Non-Linéaire, le plus souvent, moins de cinq itérations sont 
nécessaires pour obtenir la convergence de l’algorithme, pour un critère q = 0,2%. 
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4.3. Loi de comportement linéaire 
 
Les modèles proposés permettent d’établir le comportement linéaire angle-couple du système 
sur lequel un ressort de torsion double est monté. En appliquant un chargement PC1 
infinitésimal en entrée des modèles, l’angle système obtenu est l’angle système initial α*. 
Grâce à la raideur corrigée Rcorr, il est possible de tracer la caractéristique linéaire du système 
donnant le couple système CA. ( ) ( )*α - α R  αC corrA =  
 
 
4.4. Loi de comportement non-linéaire 
 
Les résultats des Modèle 1 et Modèle 2 permettent de déterminer point par point le 
comportement non-linéaire d’un système dans lequel est monté un ressort de torsion double. 
Selon la même procédure que pour le Modèle Tube Non-Linéaire pour ressorts de torsion 
simples (cf. Chapitre III, 4.5), plusieurs couples de valeurs {α ; CA} sont calculés, comme 
autant de points pour la caractéristique du système cherchée. Il est nécessaire de fixer une 
valeur pour PC1_Maxi, le chargement maximal qui détermine l’étendue de la caractéristique à 
tracer, et le nombre de points npts souhaités. En utilisant l’algorithme présenté au 4.2 pour 
chaque point, le modèle calcule les binômes {α ; CA} pour les npts valeurs de PC1 comprises 
entre 0 et PC1_Maxi, par pas de 1 - n
P
pts
C1_Maxi . En traçant ces points, on obtient alors la caractéristique 
système non-linéaire d’un ressort de torsion double. 
 
Commentaire 
Le temps de calcul requis pour déterminer la caractéristique non-linéaire du ressort de torsion 
double est plus court que pour le ressort de torsion simple (Modèle Tube Non-Linéaire). En 
effet, pour établir chaque point {α ; CA}, plusieurs itérations de l’algorithme sont certes 
nécessaires (cf. 4.2), mais ici chaque itération consiste en un calcul direct (sans optimisation 
annexe) de la mise en position et de l’équilibre statique du ressort.  
 
 
4.5. Les modèles numériques des ressorts testés 
 
Afin de vérifier la pertinence des modèles présentés, chaque essai réalisé est simulé 
numériquement dans sa situation particulière de montage sur le banc d’essai. Cette simulation 
numérique est l’application directe des Modèle 1 et Modèle 2 présentés précédemment dans 
ce chapitre (cf. 2. et 3.). Comme pour les ressorts de torsion simple, il s’agit d’un programme 
de travail développé sur les logiciels Excel et VisualBasic, dont l’interface est reprise en 
Figure IV.32.  
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Figure IV.32 - Programme de travail pour l'application numérique des Modèle 1 et Modèle 2 
 
Les principaux résultats, pour un ressort double symétrique et son montage, calculés et fournis 
par ce programme sont les efforts de contact, et les couple et angle système, automatiquement 
déterminés en fonction des caractéristiques du ressort et du montage données en entrée. 
Ainsi, ce programme permet de tracer les caractéristiques angle-couple du système, issues des 
modèles (cf. l’exemple Figure IV.33). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.33 - Exemple de tracés des caractéristiques systèmes à partir des modèles 2D 
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5. Confrontation aux essais expérimentaux 
 
Une série d’essais est menée afin de valider les nouvelles modélisations du ressort de torsion 
double présentées dans ce chapitre. La caractéristique « angle-couple » expérimentale de 
chaque ressort testé est comparée à son équivalent issu du modèle correspondant.  
Au total, soixante-douze essais ont été réalisés pour les ressorts de torsion doubles, puis 
confrontés aux modèles proposés. Cette partie du chapitre aborde les conditions d’essais, leur 
comparaison aux modèles et l’analyse de quelques essais représentatifs. 
 
 
5.1. Les essais sur ressorts de torsion doubles 
 
Les ressorts 
Six lots de ressorts de torsion doubles symétriques différents sont utilisés pour réaliser les 
essais (cf. Tableau IV.2). Nous disposons de trois exemplaires théoriquement identiques pour 
chacun de ces six lots de ressorts, soit dix-huit ressorts au total.  
 
 D* (mm) d (mm) n* (½-ressort) lb2 (mm) E (MPa)  
Ressort 
1.1 18,90 1,50 2,23 28,60 205000 
Ressort 
1.2 18,96 1,48 2,23 29,80 205000 
Ressort 
1.3 18,92 1,48 2,29 28,66 205000  
Ressort 
2.1 27,53 1,97 3,19 49,73 205000 
Ressort 
2.2 27,31 1,97 3,20 50,25 205000 
Ressort 
2.3 27,45 2,00 3,25 50,15 205000  
Ressort 
3.1 45,55 3,45 6,24 49,98 205000 
Ressort 
3.2 45,40 3,48 6,29 51,24 205000 
Ressort 
3.3 45,58 3,43 6,29 51,13 205000  
Ressort 
4.1 17,11 2,99 6,05 21,40 205000 
Ressort 
4.2 17,18 2,98 6,03 21,26 205000 
Ressort 
4.3 17,11 2,97 6,05 20,15 205000  
Ressort 
5.1 18,44 0,96 3,00 50,38 205000 
Ressort 
5.2 18,47 0,94 3,03 50,42 205000 
Ressort 
5.3 18,52 0,94 3,00 50,18 205000  
Ressort 
6.1 29,05 1,50 6,00 30,00 205000 
Ressort 
6.2 28,97 1,48 6,03 30,74 205000 
Ressort 
6.3 29,15 1,48 5,98 29,05 205000  
Tableau IV.2 - Caractéristiques géométriques et matérielles des dix-huit ressorts testés 
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Ces ressorts ont été conçus et fabriqués spécialement pour ces essais. Leurs caractéristiques 
dimensionnelles et de chargement permettent de couvrir la plus large gamme par rapport à la 
taille du banc d’essai et à la capacité maximale du capteur de couple (6 Nm). 
 
Les montages 
Le banc d’essai est identique à celui utilisé pour les ressorts de torsion simples 
(cf. Chapitre III, 5.1). 
Le ressort de torsion double peut être monté sur ce banc, ses corps en appui sur un arbre 
cylindrique logé dans le perçage central du plateau fixe, sa branche commune bloquée par une 
pinnule fixée dans ce même plateau, et ses branches d’extrémités appuyées sur une autre 
pinnule solidaire du second plateau (cf. Figure IV.34). Ce premier montage correspond au 
Modèle 1 (cf. paragraphe 2.), soit avec deux pinnules. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.34 - Montage d’un ressort double « Modèle 1 » (avec deux pinnules) 
 
Pour obtenir les conditions d’appui des ressorts correspondant au Modèle 2 (cf. 3.), un 
dispositif a été réalisé, proposant un plan d’appui décalé réglable pour la branche commune 
(cf. Figure IV.35). Ce dispositif démontable se positionne sur le plateau fixe. Dans ce cas, le 
ressort double est par ailleurs également monté les corps en appui sur un arbre cylindrique 
central, et les branches d’extrémités sur une pinnule fixée sur le second plateau. 
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Figure IV.35 - Montage d’un ressort double « Modèle 2 » (avec appui plan décalé) 
 
Pour chaque ressort, quatre montages sont proposés. Les deux premiers montages sont entre 
deux pinnules (« montages Modèle 1 ») et les deux autres entre une pinnule et un plan 
(« montages Modèle 2 »). Afin de parcourir au mieux les conditions d’essais, les montages 
sont soit plutôt larges, soit plutôt serrés. Ainsi pour chaque ressort, le premier « montage 
Modèle 1 » présente des appuis assez éloignés, par exemple R1 = 55 mm et R2 = 50 mm. Il en 
est de même pour le premier « montage Modèle 2 » avec par exemple R1 = 55 mm et 
e2 = 40,5 mm. A l’opposé, le second « montage Modèle 1 » présente des appuis plutôt 
rapprochés, par exemple R1 = 15 mm et R2 = 15 mm, tout comme le second « montage 
Modèle 2 » avec par exemple R1 = 25 mm et e2 = 10 mm. L’ensemble des vingt-quatre 
situations de montages est détaillé en Annexe 8.  
 
Les essais 
Comme pour les ressorts de torsion simples, il faut régler sur le banc le « zéro » de l’angle 
système avant de débuter les mesures (i.e. α = 0). Pour les ressorts de torsion doubles, cette 
position s’obtient soit en alignant les deux pinnules (montage pour le Modèle 1), soit en 
positionnant l’axe de la pinnule du plateau rotatif dans le plan (OA, Y
G
, Z
G
) (montage pour le 
Modèle 2). Ensuite, pour effectuer les mesures angle-couple d’un ressort, il faut le mettre en 
place sur le banc selon l’un des deux montages décrits ci-dessus, puis on manipule le banc 
d’essais tel que cela est décrit dans le Chapitre III 6.1. Le capteur d’angle mesure directement 
l’« angle système » et le couple-mètre mesure le moment sur l’axe principal du banc, dit 
« couple système CA ».  
Les relevés des essais sont automatiquement saisis dans un tableur, sous la forme de deux 
colonnes de données (angles et couples). Les mesures angle-couple sont réalisées et stockées 
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pour chacun des dix-huit ressorts testés selon quatre configurations de montage différentes par 
ressort (deux configurations type « Modèle 1 » et deux autres type « Modèle 2 »).  
 
 
5.2. Confrontation essais/modèles 
 
A partir des essais réalisés et des caractéristiques modélisées, la comparaison entre essais et 
modèles est réalisée. Nous proposons ici l’analyse de huit tracés « essai-modèle », 
échantillons des différentes situations rencontrées, choisis pour révéler les conditions qui 
mènent à des situations d’essais et de modélisations satisfaisantes, et celles qui conduisent à 
d’autres situations moins performantes. 
Les exemples 1, 2, 3 et 4 correspondent à des montages Modèle 1, tandis que les exemples 5, 
6, 7 et 8 proposent des montages Modèle 2. Les exemples 1, 2, 5 et 6 présentent des appuis 
plutôt écartés du centre, alors que les exemples 3, 4, 7 et 8 ont des appuis assez rapprochés.  
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Exemple 1  
Ressort 4.2 (D* = 17,18 mm ; d = 2,98 mm ; n* = 6,03 ; lb2 = 21,26 mm) 
Montage 13 (R1 = 55 mm ; R2 = 20 mm) 
  
 
Figure IV.36 - Essai du ressort 4.2, montage 13, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.37 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.2, montage 13 
Commentaires 
La prise de vue avant la mise en charge (Figure IV.36, à gauche) permet de constater que les 
deux corps ne sont pas coaxiaux mais désalignés. Le ressort est globalement incliné par 
rapport à l’arbre central et aux pinnules (problèmes de fabrication du ressort). Ainsi, la 
pinnule appuie sur la branche commune en deux points mais ces deux points ne sont pas 
symétriques par rapport au ressort. Le rayon d’appui sur cette branche n’est donc pas le même 
pour les deux corps. Au cours du chargement (seconde prise de vue, à droite), les pinnules 
commencent à fléchir sensiblement dès une assez faible rotation du ressort car celui-ci est très 
raide. 
Le montage 13 utilisé ici propose des appuis pour les branches plutôt éloignés du centre du 
système. La confrontation essai-modèle (Figure IV.37) montre une bonne corrélation, hormis 
au tout début du chargement où l’essai transcrit une non-linéarité dans le comportement du 
ressort. Cette sorte de « virage » vient probablement des défauts géométriques du ressort qui 
font que, en début de chargement, il ne se place pas sur ses appuis tel que le prévoit le 
Modèle 1 qui considère la géométrie du ressort parfaite. Le début du chargement lui permet 
alors de se placer « correctement », via quelques déformations préliminaires (flexion des 
corps, etc.). Ceci étant signalé, la corrélation essai-modèle dans ce cas est très satisfaisante. 
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Exemple 2 
Ressort 2.3 (D* = 27,45 mm ; d = 2,00 mm ; n* = 3,25 ; lb2 = 50,15 mm) 
Montage 5 (R1 = 55 mm ; R2 = 30 mm) 
 
  
 
Figure IV.38 - Essai du ressort 2.3, montage 5, avant le chargement (à gauche)  
et en fin de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.39 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 2.3, montage 5 
 
Commentaires 
La prise de vue avant la mise en charge (Figure IV.38, à gauche) montre une bonne mise en 
place du ressort sur ses appuis. Au cours du chargement (seconde prise de vue, à droite), on 
constate la flexion progressive des corps puis un glissement brusque de la branche d’extrémité 
sur la pinnule. 
Le montage 5 utilisé ici propose des appuis pour les branches éloignés du centre du système. 
La confrontation essai-modèle (Figure IV.39) montre une corrélation relativement correcte 
pour le modèle non-linéaire. Le modèle linéaire est en revanche plutôt éloigné de la réalité. 
Les essais présentent une diminution de la raideur du ressort en fin de chargement, 
phénomène qui est « suivi » par le Modèle non-linéaire.  
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Exemple 3 
Ressort 5.1 (D* = 18,44 mm ; d = 0,96 mm ; n* = 3,00 ; lb2 = 50,38 mm) 
Montage 18 (R1 = 15 mm ; R2 = 10 mm) 
 
  
 
Figure IV.40 - Essai du ressort 5.1, montage 18, avant le chargement (à gauche)  
et en fin de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.41 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 5.1, montage 18 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure IV.40 indiquent une bonne mise en place du ressort sur ses appuis 
avant le chargement, puis au cours du chargement une flexion des corps apparaît 
progressivement et l’une des branches d’extrémité glisse brusquement sur sa pinnule.  
Le montage 18 utilisé ici propose des appuis de branches proches du centre du système. La 
confrontation essai-modèle (Figure IV.41) montre une corrélation certes imparfaite pour le 
modèle non-linéaire, mais qui a le mérite de prévoir l’augmentation de la raideur en fin de 
course. Le modèle linéaire est très correct sur la première moitié de l’essai seulement, dans un 
phase linéaire. 
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Exemple 4 
Ressort 4.1 (D* = 17,11 mm ; d = 2,99 mm ; n* = 6,05 ; lb2 = 21,40 mm) 
Montage 14 (R1 = 15 mm ; R2 = 15 mm) 
 
  
 
Figure IV.42 - Essai du ressort 4.1, montage 14, avant le chargement (à gauche )  
et en cours de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.43 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.1, montage 14 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure IV.42 signalent un défaut de conception assez grossier sur le ressort 
double 4.1 : il existe un décalage angulaire de plusieurs degrés entre ses deux branches 
d’extrémités. Ceci peut expliquer le « virage » à l’amorce de la courbe expérimentale. En 
effet, vu le défaut géométrique évoqué, un branche va nécessairement « travailler » avant 
l’autre en début de chargement. Ainsi, tant que seule une branche sur deux est chargée, la 
raideur globale du système vaut environ la moitié de la raideur théorique. Ce qui peut justifier 
ce changement de pente en cours de chargement. Ensuite, on constate le fléchissement des 
pinnules rapidement au cours de l’essai. Ceci s’explique entre autres par les caractéristiques 
du montage adopté pour cet essai. 
Le montage 14 utilise en effet des rayons d’appuis (pinnules) très petits : 15 mm. Par ailleurs, 
le ressort est très raide (grand diamètre de fil et petit diamètre d’enroulement). Ainsi pour un 
couple donné appliqué au ressort, les efforts de chargement des branches sont d’autant plus 
grands que le rayon d’appui des branches est petit. Tous ces facteurs réunis ont donc tendance 
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à provoquer une flexion non négligeable des pinnules (qui peut être de l’ordre de quelques 
millimètres), qui induit elle-même une erreur sur l’angle de déformation du ressort 
Une estimation de la raideur du banc due à la flexion des pinnules est menée. La modélisation 
simplifiée retenue est présentée sur la Figure IV.44. Cette raideur permet de corriger les 
mesures expérimentales brutes : 
pinnules
Ac R
C -   α=α   où α et CA sont les données expérimentales brutes 
La nouvelle courbe expérimentale corrigée est présentée sur la Figure IV.43. 
La raideur corrigée ainsi obtenue est très proche de celle proposée par le Modèle Non-
Linéaire. Un décalage de quelques degrés subsiste entre les essais et les modèles sur l’angle 
système initial. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.44 - Erreur angulaire sur le banc provoquée par la flexion d’une pinnule 
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Exemple 5 
Ressort 5.1 (D* = 18,44 mm ; d = 0,96 mm ; n* = 3,00 ; lb2 = 50,38 mm) 
Montage 19 (R1 = 55 mm ; e2 = 40,5 mm) 
 
  
 
Figure IV.45 - Essai du ressort 5.1, montage 19, avant le chargement (à gauche)  
et en fin de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.46 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 5.1, montage 19 
Commentaires 
Les photos de la Figure IV.45 indiquent une bonne mise en place du ressort sur ses appuis 
avant le chargement, puis au cours du chargement une flexion des corps apparaît 
progressivement et l’une des branches d’extrémité glisse brusquement sur sa pinnule.  
Le montage 19 utilisé ici propose des appuis pour les branches (la pinnule et le plan d’appui) 
éloignés de l’axe du système. La confrontation essai-modèle (Figure IV.46) montre une 
corrélation intéressante. On constate une sorte de « bruit » sur la courbe expérimentale, que 
l’on peut probablement attribuer à l’alternance de phases d’adhérence et de micro-glissements 
avec frottement, qui se produisent aux contacts entre les branches, la pinnule et le plan. 
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
0.12
0.14
0.16
0.18
0.2
0 100 200 300 400
angle (°)
co
up
le
 (N
m
)
essai
modèle 2 non-linéaire
modèle 2 linéaire
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 195
Exemple 6 
Ressort 6.1 (D* = 29,05 mm ; d = 1,50 mm ; n* = 6,00 ; lb2 = 30,00 mm) 
Montage 23 (R1 = 55 mm ; e2 = 20,5 mm) 
 
  
 
Figure IV.47 - Essai du ressort 6.1, montage 23, avant le chargement (à gauche)  
et en fin de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.48 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 6.1, montage 23 
Commentaires 
Sur la prise de vue avant la mise en charge (Figure IV.47, à gauche), la branche transversale 
n’est pas parallèle à l’axe du système. Ceci vient d’un défaut de coaxialité entre les deux 
corps du ressort. Au cours du chargement (seconde prise de vue, à droite), une forte flexion 
des corps se produit, puis l’une des deux branches glisse brusquement sur sa pinnule. 
Le montage 23 utilisé ici propose des appuis pour les branches plutôt éloignés de l’axe du 
système. La confrontation essai-modèle (Figure IV.48) n’est pas parfaite en fin de course, 
mais dans la première partie du chargement, le modèle non-linéaire donne de bons résultats, 
alors que le modèle linéaire est moins performant. 
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Exemple 7 
Ressort 4.1 (D* = 17,11 mm ; d = 2,99 mm ; n* = 6,05 ; lb2 = 21,40 mm) 
Montage 16 (R1 = 15 mm ; e2 = 10 mm) 
 
  
 
Figure IV.49 - Essai du ressort 4.1, montage 16, avant le chargement (à gauche)  
et en cours de chargement (à droite) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.50 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 4.1, montage 16 
 
Commentaires 
Pour ce ressort et cette configuration de montage, et en s’appuyant sur les photos de la 
Figure IV.49, on retrouve sensiblement les mêmes caractéristiques que pour l’exemple 4 
(ressort 4.1, montage 14), concernant la grande rigidité du ressort, le problème de la déflexion 
de la pinnule et les rayons d’appuis très faibles. Néanmoins, la confrontation essais-modèles 
(Figure IV.50) est relativement intéressante, même si les modèles ne parviennent pas à 
simuler cette « raideur croissante » en début de chargement affichée par la courbe 
expérimentale. 
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Exemple 8 
Ressort 2.3 (D* = 27,45 mm ; d = 2,00 mm ; n* = 3,25 ; lb2 = 50,15 mm) 
Montage 8 (R1 = 25 mm ; e2 = 10 mm) 
 
  
 
Figure IV.51 - Essai du ressort 2.3, montage 8, avant le chargement 
 
  
 
Figure IV.52 - Essai du ressort 2.3, montage 8, pour un chargement faible 
 
 
 CHAPITRE IV : Etude du ressort de torsion double symétrique 
 198
 
 
Figure IV.53 - Essai du ressort 2.3, montage 8, pour un chargement élevé 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure IV.54 - Comparaison des relevés expérimentaux et des modèles numériques pour le 
ressort 2.3, montage 8 
 
Commentaires 
Les photos de la Figure IV.51 illustrent la mise en position du ressort avant le chargement, où 
l’on s’aperçoit que sous l’effet de la pesanteur, la branche transversale ne s’appuie pas encore 
sur le plan d’appui. Les prises de vue de la Figure IV.52 montrent le ressort en début de 
chargement. On y voit que la branche commune semble bien en contact sur le plan. En 
revanche il très difficile de dire sur quelles zones exactes de la branche les contacts se font. 
Au cours du chargement, une observation en direct nous a permis de constater que le contact a 
parfois lieu au niveau de la partie transversale de la branche commune, mais parfois aussi sur 
les parties parallèles, donc beaucoup plus près de l’axe du système. Il est clair sur ces photos 
que ces situations d’incertitudes sont liées en particulier à la proximité du plan d’appui. En 
effet, le montage 8 utilisé ici propose des appuis pour les branches (la pinnule et le plan) très 
proches de l’axe du système. Par ailleurs, on constate que pour un faible chargement, les 
corps sont proches du plan d’appui sans qu’il y ait contact entre eux, alors que pour un 
chargement plus important (cf. Figure IV.53), les spires finissent par s’appuyer directement 
sur le plan. Cette situation n’est pas souhaitable car elle perturbe le bon fonctionnement du 
ressort. Ceci explique aussi probablement la brusque augmentation de la raideur 
expérimentale de ce ressort, d’après les courbes de la Figure IV.54. 
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6. Conclusion sur l’étude du ressort de torsion double 
 
Deux modèles en deux dimensions sont proposés pour les ressorts de torsion doubles. Ils sont 
spécifiquement développés pour les ressorts de torsion doubles symétriques, ressorts 
particuliers mais fréquemment employés dans les systèmes industriels. A partir de leurs 
données paramétrées – caractéristiques géométriques, matérielles et conditions d’appui – les 
modèles présentés simulent les comportements, angles, efforts, couples et situations 
d’équilibre particulières, présentés par ces ressorts, selon deux cas de montage différents 
(branche commune en appui sur une pinnule ou sur un plan décalé).  
Ils ont été comparés à une série d’essais expérimentaux. D’une manière générale, on constate 
que les conditions d’essais et de modélisations sont meilleures quand les appuis sont éloignés. 
Cette situation confère de meilleures conditions de sollicitation des branches, avec un 
chargement plus faible et mieux réparti (les efforts étant inversement proportionnels au rayon 
d’application, pour un couple donné). Avec des appuis plus éloignés, on constate que les 
ressorts ont un comportement quasi-linéaire, ce qui est généralement souhaité, tandis qu’avec 
des appuis rapprochés, leur comportement est fortement non-linéaire. 
Ces essais mènent donc à formuler la recommandation de conception suivante : pour une 
utilisation optimale des ressorts de torsion doubles, il est préférable de les placer dans un 
système leur offrant des appuis de branches relativement écartés de l’axe central, i.e. des 
rayons d’appuis supérieurs à environ deux fois le diamètre d’enroulement des corps. Dans ces 
conditions, les modèles proposés donnent de bons résultats. 
Ainsi, les modèles présentés pour ce type de ressorts – performants au moins dans les 
conditions évoquées – constituent un atout indéniable dans la perspective du développement 
d’un outil de conception optimale pour les ressorts de torsion doubles. 
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  Conclusion générale et perspectives 
CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES 
 
 
 
 
L’objectif de nos travaux de recherche était d’améliorer les modélisations des ressorts de 
compression coniques et des ressorts de torsion simples et doubles, dans la perspective de 
développer des outils de synthèse pour la conception de ces composants mécaniques.  
 
 
Ce travail se situe dans le cadre de la création d’outils de synthèse pour la conception 
optimale de composants mécaniques. Ce type d’outil est déjà disponible pour les ressorts de 
compression cylindriques. Nous avons pris une part active à son industrialisation, dans le 
cadre d’un partenariat tripartite entre l’Institute of Spring Technology, Schneider Electric 
Industries et le Laboratoire de Génie Mécanique de Toulouse. Le besoin en modèles 
performants pour le développement d’outils de synthèse sur d’autres types de ressorts – 
ressorts de compression coniques et ressorts de torsion – est mis en évidence. Nous nous 
sommes orientés vers des formulations analytiques ou numériquement limitées afin de 
proposer la rapidité et l’efficacité nécessaires à leur intégration dans les outils de conception 
prévus. 
 
Pour cela, nous avons tout d’abord développé une formulation entièrement analytique pour la 
loi de comportement des ressorts coniques à pas constant, y compris dans leur domaine non-
linéaire. Cette loi se présente sous la forme de deux expressions analytiques. L’une détermine 
la longueur du ressort à partir de l’effort de chargement. L’autre, à l’inverse, déduit cet effort 
connaissant la longueur du ressort. Ces caractéristiques sont particulièrement utiles pour les 
calculs par optimisation numérique de ces ressorts, qui demandent de multiples évaluations du 
comportement du ressort afin de déterminer le plus performant selon le cahier des charges 
exigé. Ce nouveau modèle est validé par une étude expérimentale présentant une corrélation 
satisfaisante. Cette analyse expérimentale est d’ordres externe (comportement du ressort 
complet) et interne (étude spire par spire). Par ailleurs, ces essais ont permis de mettre en 
évidence l’influence des extrémités du ressort conique sur son comportement. Il est établi que 
pour la grande base des ressorts escamotables, l’extrémité classique rapprochée-meulée est 
inadaptée. Le type d’extrémité le mieux adapté pour la grande base des ressorts coniques 
escamotables est mis en évidence. Une formulation analytique de l’énergie emmagasinée dans 
un ressort conique à pas constant est déduite des modèles présentés. Nous proposons 
également l’expression analytique des contraintes pour le calcul en fatigue. 
 
Nous avons ensuite étudié la modélisation des ressorts de torsion simples à branches 
tangentes, radiales ou mixtes. Deux nouveaux modèles sont proposés pour déterminer l’angle 
initial du ressort dans son système, qui est au cœur de la difficulté pour la simulation de ce 
ressort. Le premier modèle simplifie le problème en une étude plane, et présente ainsi 
l’avantage de donner un résultat pertinent à partir d’une formulation strictement analytique. 
Le deuxième détermine la mise en position « spatiale » du ressort sur ses appuis, d’après une 
modélisation du corps du ressort selon une forme tubulaire. Ce deuxième modèle en trois 
dimensions nécessite une résolution numérique pour la recherche de la position d’équilibre du 
ressort sur ses appuis. A partir de l’angle initial calculé par les deux premiers modèles, une 
raideur angulaire du ressort – corrigée par la flexion des branches – est associée pour établir la 
caractéristique angle-couple linéaire du ressort dans son système. Enfin un troisième modèle 
propose l’étude de la déformation du ressort au cours de son chargement, et des conséquences 
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sur l’évolution de sa position d’équilibre sur les appuis. Un algorithme est proposé pour faire 
converger le modèle vers cet état du ressort à la fois chargé et déformé. Il offre ainsi la 
possibilité de déterminer une série de points de fonctionnement (angle et couple) du ressort 
dans son système selon différents cas de chargement. Ceci permet de tracer la caractéristique 
angle-couple du système, tenant alors compte des évolutions de la déformation et de la 
position du ressort au cours de son chargement. Cette caractéristique peut ainsi être non-
linéaire selon les cas. La simulation des phénomènes de mise en travers et de polarisation du 
ressort sur ses appuis constitue un apport substantiel des modèles proposés. 
Une campagne d’essais expérimentaux sur des ressorts de torsion simples à branches 
tangentes a permis de constater une corrélation satisfaisante avec les résultats de nos modèles, 
lorsque les appuis des branches sont suffisamment éloignés de l’axe central du système. En 
revanche, quand les pinnules d’appui sont trop rapprochées, les essais dénotent un 
comportement non-linéaire que les modèles ne parviennent pas à prévoir. Il semble que la 
flexion longitudinale du corps en cours de chargement – qui n’est pas gérée par les modèles – 
soit impliquée dans cette non-linéarité. Il conviendrait donc d’étudier ce phénomène de 
flexion afin de l’intégrer dans un prochain modèle, qui pourra reprendre les bases du modèle 
« tubulaire » propices à cette évolution. 
 
Répondant à un besoin industriel précis exprimé par Schneider Electric Industries, couplé à 
une intéressante étude scientifique, le cas du ressort de torsion double symétrique est traité. 
L’analyse des conditions de fonctionnement de ce ressort mène à considérer qu’une 
représentation plane pour sa modélisation est pertinente. Selon le type d’appuis considéré – 
branche commune sur une pinnule ou un plan d’appui – il aboutit à deux modèles plans 
donnant l’angle initial du système de manière analytique. La polarisation du ressort est décrite 
et évaluée. Une raideur corrigée pour tenir compte de la flexion des branches est proposée. 
Une caractéristique linéaire du ressort double symétrique peut alors être établie à partir de 
l’angle système initial et de sa raideur corrigée, faisant appel dans ce cas à une formulation 
simplement analytique. Une caractéristique non-linéaire peut également être déterminée point 
par point, en considérant l’équilibre du ressort sous des charges successives.  
Plusieurs ressorts de torsion doubles ont été testés dans différentes configurations 
d’utilisation, notamment selon les deux types d’appuis envisagés pour la branche commune 
(pinnule ou plan). La confrontation de ces essais avec nos modèles permet de conclure sur 
leur pertinence lorsque les appuis des branches sont suffisamment écartés. Certains essais se 
sont révélés non-linéaires. Les modèles semblent capables de suivre la tendance de ces non-
linéarités. 
 
 
Dans un avenir proche, plusieurs thèmes issus des résultats de nos travaux feront l’objet de 
nouveaux développements. 
La création d’un outil de synthèse pour les ressorts coniques est envisageable rapidement, les 
manques en modélisation analytique dans ce domaine ayant été comblés. 
Pour les ressorts de torsion simples, il conviendra d’évaluer par de nouveaux essais la 
pertinence des modèles pour les ressorts à branches radiales et mixtes. Si ces résultats 
s’avèrent comparables à ceux des branches tangentes, le modèle fondé sur une étude plane 
pourra être envisagé comme base d’un prochain outil de synthèse, qui proposerait un 
comportement uniquement linéaire pour le ressort calculé. 
La flexion du corps au cours du chargement devrait constituer une évolution enrichissante du 
modèle « tubulaire », pour simuler les non-linéarités constatées expérimentalement. 
Concernant les ressorts de torsion doubles, un axe de recherche pour mieux simuler les non-
linéarités présentées par leurs caractéristiques, pourrait être la création d’un nouveau modèle 
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en trois dimensions qui intégrerait la flexion des corps. Enfin, un outil de synthèse dédié aux 
ressorts de torsion doubles est parfaitement envisageable, considérant les résultats du modèle 
présenté comme globalement satisfaisants. Toutefois, il conviendra au préalable de tester la 
robustesse et l’efficacité du modèle dans des conditions plus délicates. 
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 ANNEXES 
ANNEXE 1 
Souplesse et raideur d’un ressort conique à pas constant 
 
 
La souplesse et la raideur d’un ressort conique à pas constant peuvent être analytiquement 
définies dans sa phase de fonctionnement linéaire (cf. Chapitre II, 2.1), où elles sont alors 
constantes. 
La souplesse est le rapport déflexion / charge ( P  F
∆=  ), et la raideur est le rapport inverse 
∆= P  R . 
 
Pour un ressort cylindrique à fil circulaire enroulé hélicoïdalement, l’angle d’inclinaison 
d’hélice est communément négligé pour l’analyse de son comportement, et ainsi la souplesse 
élémentaire dF d’un élément de spire dn est (formule de Reuleaux) :  
n 
dG
D 8
  F
4
3
dd =  
 
Pour un ressort conique à pas constant, la souplesse globale F est la somme intégrale – le long 
du fil enroulé selon un cône – des souplesses élémentaires de chaque élément de spire 
considéré localement cylindrique, d’où : 
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Soit la souplesse (linéaire) d’un ressort conique à pas constant : 
 ( )( ab2a2b4 D  D D  D dG
N2
  F ++= )
)
 
 
Sa raideur R est l’inverse de la souplesse F, soit : 
 ( ) (  D  DD  D N2
dG
  R
ab
2
a
2
b
4
++=
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 ANNEXES 
ANNEXE 2 
Raideur d’un ressort conique à angle constant 
 
 
L’essentiel de notre étude sur les ressorts coniques est consacrée aux ressorts à pas constant 
(cf. Chapitre II), car ils représentent la grande majorité des ressorts coniques utilisés à ce jour. 
Néanmoins, les ressorts coniques à angle constant font ici l’objet d’une première étude 
fondamentale pour la description de leur comportement : la détermination de leur raideur. 
Soit le ressort conique à angle constant dont les caractéristiques dimensionnelles sont définies 
sur la Figure A1, et reprennent l’essentiel de celles du ressort à pas constant. 
 
 
2
D1
2
D2
ε 
β 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure A1 - Ressort conique à angle constant 
 
 
Le demi-angle au sommet β est défini par : 



 −=
a
12
L 2
D D
arctan  β  
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L’angle d’hélice ε (constant) est déterminé ainsi : 
( )



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


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12a
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 D
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Le rayon moyen d’enroulement des spires peut s’écrire : 


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Connaissant la déflexion d’un élément de spire : 
n
dG
DP8
  δ 4
3
d=  
 
On en déduit la déflexion totale du ressort en intégrant sur l’ensemble des spires : 
( )∫=∆
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En développant, on obtient : ( )
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Soit finalement la raideur du ressort conique à angle constant : 
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ANNEXE 3 
Ressort conique : seconde méthode pour déterminer  et . f∆ s∆
 
 
Si  est connu, une méthode alternative à celle proposée dans le Chapitre II est proposée 
pour déterminer  ∆  et . Cette méthode ne fait pas intervenir de calcul d’intégration de 
manière explicite. 
fn
f s∆
 
Déflexion des spires libres. 
f∆  correspond à la déflexion dans sa phase linéaire d’un ressort conique virtuel pour lequel 
les spires actives seraient les spires libres qui nous intéressent ici. Les caractéristiques de ce 
ressort virtuel dépendent de P. Son plus grand diamètre Df correspond à celui de la « nf ième » 
spire du ressort d’origine : 
af121ff n/n)D (D  D )r(n2 D −+==  
Sa raideur en est déduite : 
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Ainsi sa déflexion donne directement ∆  : f
P/R∆f =  
f∆  peut être développé : 
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Déflexion des spires empilées-escamotées. 
s∆  est la part de la déflexion maximale correspondant aux spires qui sont empilées-
escamotées (  spires). Puisque la déflexion maximale est géométriquement la 
différence entre la longueur active initiale L  et la longueur à bloc des spires actives  L ,  
peut être directement obtenu : 
)n(n fa −
a S s∆
( )afSa
a
fa
Sas n/n1)L(Ln
nn)L(L ∆ −−=−−=  
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 ANNEXES 
ANNEXE 4 
Angles de correction pour considérer la flexion des branches  
d’un ressort de torsion 
 
 
Afin de tenir compte de la flexion au cours du chargement des branches d’un ressort de 
torsion en plus de la torsion propre du corps, un angle supplémentaire par branche est proposé 
par la norme EN 13906-3. 
Il s’agit – pour une branche tangente – de l’angle β  (cf. « β' », Chapitre III, Figure III.8) 
ou – pour une branche radiale – de l’angle  (cf. « β », Chapitre III, Figure III.10). 
1tangente
1radialeβ
 
Montrons ici comment sont obtenus ces deux angles (la norme ne détaille pas leur origine) : 
 
• α
β1tangente
∆ , le rapport de correction d’angle pour une branche tangente 
 
L’angle de correction β  est dû à la flexion de la branche chargée par l’effort F 
(Figure A2). 
1tangente
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Figure A2 - Angle de correction pour une branche tangente 
 
La flexion de la branche se traduit par une flèche f qui peut se calculer par un résultat 
classique de Résistance Des Matériaux, en considérant la branche comme une poutre 
circulaire encastrée : 
I E 3
 F
  f
3A=   avec le moment quadratique 64
d π
  I
4
= , et la longueur 2
1
2
2
1 4
D
 - R  

=A . 
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Ainsi, en considérant l’hypothèse d’une petite valeur pour β , on obtient une expression 
de cet angle : 
1tangente
1
1tangente R
f
  β =  
Soit :  
1
4
3
1tangente R d  πE 3
 F 64
  β A=   en radians 
 
De plus, la variation d’angle ∆α due à la torsion du corps seul peut être déterminée à partir de 
la raideur angulaire de celui-ci (cf. Chapitre I, 4.2) et du couple C = F A appliqué : 
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d E
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Soit finalement, le rapport de correction d’angle pour une branche tangente :  
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• α
β1radiale∆ , le rapport de correction d’angle pour une branche radiale 
 
Pour une branche radiale, l’angle de correction  est dû à la flexion de la branche 
chargée par l’effort F (Figure A3). 
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non déformable 
chargée 
f 
A 
∅ D  
 
 
 
F 
C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure A3 - Angle de correction pour une branche radiale 
 
La flexion de la branche se traduit par une flèche f qui peut, ici aussi, se calculer par la 
Résistance Des Matériaux, en considérant la branche comme une poutre circulaire encastrée : 
I E 3
 F
  f
3A=   avec le moment quadratique 64
d π
  I
4
= , et la longueur 2D - R  1=A . 
 
Ainsi, en considérant l’hypothèse d’une petite valeur pour , on obtient son expression : 1radialeβ
1
1radiale R
f
  β =  
Soit :  
1
4
3
1radiale R d  πE 3
 F 64
  β A=   en radians 
 
De plus, la variation d’angle ∆α due à la torsion du corps seul peut être déterminée à partir de 
la raideur angulaire de celui-ci (cf. Chapitre I, 4.2) et du couple C = F R1 appliqué : 
14 R F d E
Dn 64
  α =∆  
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D’où : 
1
4
1
4
3
1radiale
R F Dn 64
d E
  
R d E π3
 F 64
  α
β ×=∆
A
 
n D R π3
2
D  - R
 2
1
3
1 


=  
 
Soit le rapport de correction d’angle pour une branche radiale : 
2
1
3
1
1radiale
D
R n  π24
1 - 
D
R 2
  α
β








=∆  
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ANNEXE 5 
Ressort de torsion simple : Illustrations des Modèle Tube et 
Modèle Non-Linéaire pour branches radiales et mixtes 
 
 
En complément des Figure III.21 et Figure III.22 (Chapitre III, paragraphe 3.2), voici les 
définitions géométriques du ressort de torsion simple et de ses appuis pour des branches 
radiales puis des branches mixtes. 
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B
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1
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Figure A4 - Définitions géométriques du ressort à branches radiales, des appuis et 
chargement, pour les Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire 
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Figure A5 - Définitions géométriques du ressort à branches mixtes, des appuis et chargement, 
pour les Modèle Tube et Modèle Non-Linéaire 
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ANNEXE 6 
Ressort de torsion simple : Résultats utilisés pour la résolution  
du Modèle Tube et du Modèle Non-Linéaire 
 
NB : 
Dans cette annexe, « ϕ » doit être remplacé par « ϕ* » s’il s’agit d’utiliser ces 
résultats pour le Modèle Tube. 
 
 
 
 
Coordonnées de points 
 
Coordonnées de A dans RS : 
0  X SA, =  
0  Y SA, =  
0  Z SA, =  
Coordonnées de OA dans RS : 
0  X S,OA =  
2
D  Y AVS,OA =  
0  Z S,OA =  
Coordonnées de O dans RR : 
0  X RO, =  
2
D  Y RO, =  
0  Z RO, =  
Coordonnées de O’ dans RR : 
0  X R,O' =  
2
D  Y R,O' =  
RB,R,O' Z  Z =  
Coordonnées de C1 : 
111 ξ l  AA'  AC +=  
Coordonnées de C2 : 
222 ξ l  AB'  AC +=  
Coordonnées de O1 dans Rb1 : 
2
1b,O
2
1b1,O 11
Y -R  -  X =  
2
d - Y  Y 1V1b,'Ab1,O1 =  
Coordonnées de C1 dans Rb1 : 
b1,Ob1,C 11
 X X =  
1b,'Ab1,C Y  Y 1 =  
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Coordonnées de O2 dans Rb2 : 
2
2b,O
2
2b2,O 22
Y -R  -  X =  
2
d  Y  Y 2V2b,'Bb2,O2 +=  
Coordonnées de C2 dans Rb2 : 
b2,Ob2,C 22
 X X =  
2b,'Bb2,C Y  Y 2 =  
Coordonnées de Ac dans RS : 
SA,S,A  X X c =  
2
d  Y  Y SA,S,Ac +=  
SA,S,A Z  Z c =  
Coordonnées de Bc dans RS : 


=
B
SB,S,B 2L
d - 1  X X
c
 
B
AV
SB,
SB,S,B L
2
D - Y
 2
d - Y  Y
c
=  
SB,S,B Z  Z c =  
 avec 
2
AV
SB,
2
SB,B 2
D - Y   X  L 

+=  
Coordonnées de C1c dans RS : 
1S,CS,C  sin 2
d   X X
11c
θ+=  
1S,CS,C  cos 2
d - Y  Y
11c
θ=  
S,CS,C 11c
Z  Z =  
Coordonnées de C2c dans RS : 
2S,CS,C  sin 2
d -  X X
22c
θ=  
2S,CS,C  cos 2
d  Y  Y
22c
θ+=  
S,CS,C 22c
Z  Z =  
 
Coordonnées de vecteurs 
 
Vecteur directeur de la branche 1: ( ) ( ) RRARA1 Z )sin(ε - Y θsin )cos(ε - X θcos )cos(ε -  ξ =  
soit   ( )AR,ξ θcos )cos(ε -  X 1 = ( )AR,ξ θsin )cos(ε -  Y 1 =  
)sin(ε -  Z R,ξ1 =  
 
 
 
 224
 ANNEXES 
Vecteur directeur de la branche 2: ( ) ( ) RRARA2 Z )sin(ε  Y   θsin )cos(ε  X   θcos )cos(ε  ξ +ϕ++ϕ+=  
soit   ( )ϕ+=   θcos )cos(ε  X AR,ξ2 ( )ϕ+=   θsin )cos(ε  Y AR,ξ2  
)sin(ε  Z R,ξ2 =  
 
Changements de repères 
 
Changement de repères RR → RS, permettant de déterminer les coordonnées d’un 
point dans RS à partir de ses coordonnées dans RR. 
Quel que soit le point M de coordonnées ( Y , ) dans RSM,X , SM, SM,Z S et 
( ) dans RRM,X , RM,Y , RM,Z R, on peut calculer ses coordonnées dans RS ainsi : 
RM,XYRM,XYRM,YSM, Z )cos(α )sin(α  Y )sin(α )sin(α   X)cos(α  X ++=  
RM,XRM,XSM, Z )sin(α -             Y )cos(α                          Y =  
RM,XYRM,XYRM,YSM, Z )cos(α )cos(α  Y )sin(α )cos(α   X)sin(α -  Z ++=  
Changement de repères RS → Rb1, permettant de déterminer les coordonnées d’un 
point dans Rb1 à partir de ses coordonnées dans RS. 
Quel que soit le point M de coordonnées ( Y ) dans Rb1M,X , b1M, b1 et 
( ) dans RSM,X , SM,Y , SM,Z S, on peut calculer ses coordonnées dans Rb1 ainsi : ( ) ( )S,OSM,1S,OSM,1b1M, AA Y - Y )sin(θ   X- X )cos(θ  X +=  ( ) ( )S,OSM,1S,OSM,1b1M, AA Y - Y )cos(θ   X- X )sin(θ -  Y +=  
Changement de repères RS → Rb2, permettant de déterminer les coordonnées d’un 
point dans Rb2 à partir de ses coordonnées dans RS. 
Quel que soit le point M de coordonnées ( ) dans Rb2M,X , b2M,Y b2 et 
( ) dans RSM,X , SM,Y , SM,Z S, on peut calculer ses coordonnées dans Rb2 ainsi : ( ) ( )S,OSM,2S,OSM,2b2M, AA Y - Y )sin(θ   X- X )cos(θ  X +=  ( ) ( )S,OSM,2S,OSM,2b2M, AA Y - Y )cos(θ   X- X )sin(θ -  Y +=  
Changement de repères Rb1 → RS, permettant de déterminer les coordonnées d’un 
point sur SX  et SY  à partir de ses coordonnées dans Rb1. 
Quel que soit le point M de coordonnées ( Y , ) dans RSM,X , SM, SM,Z S et 
( ) dans Rb1M,X , b1M,Y b1, on peut calculer ses coordonnées dans RS ainsi : ( ) ( )b1A,b1M,1b1A,b1M,1SM, Y - Y )sin(θ -  X- X )cos(θ  X =  ( ) ( )b1A,b1M,1b1A,b1M,1SM, Y - Y )cos(θ   X- X )sin(θ  Y +=  
Changement de repères Rb2 → RS, permettant de déterminer les coordonnées d’un 
point sur SX  et SY  à partir de ses coordonnées dans Rb2. 
Quel que soit le point M de coordonnées ( Y , ) dans RSM,X , SM, SM,Z S et 
( ) dans Rb2M,X , b2M,Y b2, on peut calculer ses coordonnées dans RS ainsi : ( ) ( )b2A,b2M,2b2A,b2M,2SM, Y - Y )sin(θ -  X- X )cos(θ  X =  ( ) ( )b2A,b2M,2b2A,b2M,2SM, Y - Y )cos(θ   X- X )sin(θ  Y +=  
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Longueurs 
 
Longueur l1 : 
S,ξ
S,A'S,C
1
1
1
X
 X- X
  l =  si 2 X  2S,S, 11 Y ξξ ≥
ou 
S,ξ
S,A'S,C
1
1
1
Y
Y - Y
  l =  si 2 X  2S,S, 11 Y ξξ <
Longueur l2 : 
S,ξ
S,B'S,C
2
2
2
X
 X- X
  l =  si 2 X  2S,S, 22 Y ξξ ≥
ou 
S,ξ
S,B'S,C
2
2
2
Y
Y - Y
  l =  si 2 X  2S,S, 22 Y ξξ <
 
Angles 
 
L’angle d’hélice ε traduit l’inclinaison du fil constituant les spires par rapport à un 
plan normal à l’axe du ressort. Ainsi, en considérant le corps à spires jointives, on 
obtient géométriquement : 



=
Dπ
d 
arctan  ε  
D’après la définition de α1, on a : 
( )( ) ( )(
( )
)









+
+=







=α
2 
S,OS,'A
2
S,'A1
S,OS,'AS,OS,OS,OS,'AS,OS,O
A1
A1A
1
A
AA1AA1
Y - Y X R
Y - Y Y - Y   X- X  X- X
arccos  
A'O R
A'O .OO
arccos  
 
D’après la définition de α2, on a : 
( )( ) ( )(
( )
)









+
+=







=α
2 
S,OS,'B
2
S,'B2
S,OS,OS,OS,'BS,OS,OS,OS,'B
2A
2AA
2
A
A2AA2A
Y - Y X R
Y - Y Y - Y   X- X  X- X
arccos  
R B'O
OO .'BO
arccos  
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Pour déterminer δ, on pose : 
( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) 







++
+=








=
2 
S,OS,'B
2 
S,OS,'B
2 
S,OS,'A
2 
S,OS,'A
S,OS,'BS,OS,'AS,OS,'BS,OS,'A
AA
AA
AAAA
AAAA
Y - Y  X- X  Y - Y  X- X 
Y - Y Y - Y   X- X  X- X
arccos                 
  
 
B'O . A'O
'BO .'AO
arccos  eltabased
Et d’après la définition de δ, on a : 
 si 2
3π  ≤ϕ  et ( ) 0  Z . 'BO ^ 'AO SAA ≥ ,  δ = deltabase 
 si 2
5π  ≤ϕ  et ( ) 0  Z . 'BO ^ 'AO SAA < ,  δ = 2π - deltabase 
 si 2
3π  >ϕ  et ( ) 0  Z . 'BO ^ 'AO SAA ≥ ,  δ = deltabase + 2π 
 si 2
5π  >ϕ  et ( ) 0  Z . 'BO ^ 'AO SAA < ,  δ = 4π - deltabase 
avec ( ) ( )( ) ( )( )S,OS,A'S,OS,B'S,OS,B'S,OS,A'SAA AAAA  X- Y  X- X -  X- Y  X- X  Z . 'BO ^ 'AO =  
D’après la définition de θ1, on a (cf. Figure 24) : 
 si  ,  0  Y S,ξ1 ≥










+
=
2
S,ξ
2
S,ξ
S,ξ
1
11
1
Y  X
X
 -arccos -  θ  
 si  ,  0  Y S,ξ1 <










+
=
2
S,ξ
2
S,ξ
S,ξ
1
11
1
Y  X
X
 -arccos  θ  
D’après la définition de θ2, on a (cf. Figure 25) : 
 si  ,  0  Y S,ξ2 ≥










+
=
2
S,ξ
2
S,ξ
S,ξ
2
22
2
Y  X
X
 -arccos -  θ  
 si  ,  0  Y S,ξ2 <










+
=
2
S,ξ
2
S,ξ
S,ξ
2
22
2
Y  X
X
 -arccos  θ  
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Pour un ressort à branches tangentes : 
 
L’angle ressort : 
  ϕ=ϕ   ~   
Coordonnées de B dans RR : ( )BARB, θ - ~  θsin 2D  X ϕ+=  ( )[ ]BARB, θ - ~  θcos - 1 2D  Y ϕ+=  
ε cos
dn
  Z RB, =  
Coordonnées de H dans R  (R HB  est un vecteur unitaire, par définition de H) : ( )BARB,RH, θ - ~  θcos   X X ϕ++=  ( )BARB,RH, θ - ~  θsin  Y  Y ϕ++=  
RB,RH, Z  Z =  
Coordonnées de A’ dans RR : 
AR,A' θ sin 2D  X =  ( )AR,A' θ cos - 1  2D  Y =  
RA,R,A' Z  Z =  
Coordonnées de B’ dans R  : R( )AR,B' θ  ~sin 2D  X +ϕ=  ( )[ ]AR,B' θ  ~cos - 1 2D  Y +ϕ=  
RB,R,B' Z  Z =  
 
Pour un ressort à branches radiales : 
  
L’angle ressort correspondant en « configuration branches tangentes » : 
   π-  ~ ϕ=ϕ  
Coordonnées de B dans RR : ( )BARB, θ - ~  θsin 2D  X ϕ+=  ( )[ ]BARB, θ - ~  θcos - 1  2D  Y ϕ+=  
ε cos
dn
  Z RB, =  
Coordonnées de H dans R  (R HB  est un vecteur unitaire, par définition de H) : ( )BARB,RH, θ - ~  θcos   X X ϕ++=  ( )BARB,RH, θ - ~  θsin  Y  Y ϕ++=  
RB,RH, Z  Z =  
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Coordonnées de A’ dans RR : 


= 2π -θsin 2D  X AR,A'  


 

= 2π -θcos - 1  2D  Y AR,A'  
ε cos
d 4
1 - Z  Z RA,R,A' =  
Coordonnées de B’ dans RR : 


 ++ϕ= 2π  θ  ~sin 2D  X AR,B'  


 

 ++ϕ= 2π  θ  ~cos - 1  2D  Y AR,B'  
ε cos
d 4
1  Z  Z RB,R,B' +=  
 
Pour un ressort à branches mixtes : 
  
L’angle ressort correspondant en « configuration branches tangentes » : 
   2
π -   ~ ϕ=ϕ  
Coordonnées de B dans R  : R( )BARB, θ - ~  θsin 2D  X ϕ+=  ( )[ ]BARB, θ - ~  θcos - 1  2D  Y ϕ+=  
ε cos
dn
  Z RB, =  
Coordonnées de H dans R  (R HB  est un vecteur unitaire, par définition de H) : ( )BARB,RH, θ - ~  θcos   X X ϕ++=  ( )BARB,RH, θ - ~  θsin  Y  Y ϕ++=  
RB,RH, Z  Z =  
Coordonnées de A’ dans RR : 


= 2π - θsin 2D  X AR,A'  


 

= 2π - θcos - 1  2D  Y AR,A'  
ε cos
d 4
1 - Z  Z RA,R,A' =  
Coordonnées de B’ dans RR : ( )AR,B' θ  ~sin 2D  X +ϕ=  ( )[ ]AR,B' θ  ~cos - 1 2D  Y +ϕ=  
RB,R,B' Z  Z =  
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ANNEXE 7 
Ressort de torsion double : Représentations complémentaires 
 
 
Pour compléter les Figure IV.24 et Figure IV.25 du Chapitre IV, les figures suivantes 
proposent les deux configurations pour un décalage e2 négatif. 
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Figure A6 - Equilibre statique du Modèle 2, configuration#1, e2 < 0 
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Figure A7 - Equilibre statique du Modèle 2, configuration#2, e2 < 0 
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Montages des ressorts de torsion doubles sur le banc d’essai 
 
 
Le Tableau A1 présente les vingt-quatre situations de montage utilisées pour tester les six lots 
de ressorts présentés dans le Chapitre IV, 5.1. Pour chaque ressort, quatre montages différents 
sont réalisés. Les deux premiers correspondent au Modèle 1, en proposant les appuis 
suivants : le corps sur un arbre cylindrique de diamètre 10 mm, les branches d’extrémités sur 
une pinnule de diamètre 5 mm, et la branche commune sur une autre pinnule de diamètre 
5 mm également. Les deux montages suivants correspondent au Modèle 2, en proposant les 
appuis suivants : le corps sur un arbre cylindrique de diamètre 10 mm, les branches 
d’extrémités sur une pinnule de diamètre 5 mm, et la branche commune sur un plan décalé de 
la distance e2 par rapport à l’axe de l’arbre. Ainsi pour chaque ressort, les deux premiers 
montages se caractérisent par les valeurs des paramètres R1 et R2, tandis que les deux 
montages suivants se caractérisent par celles des paramètres R1 et e2. 
 
Montages Ressorts R1 (mm) 
R2 
(mm) 
e2 
(mm) 
1 50 25 - 
2 15 15 - 
3 50 - 20,5 
4 
1 
15 - 10 
5 55 30 - 
6 25 25 - 
7 55 - 30,5 
8 
2 
25 - 10 
9 55 50 - 
10 45 40 - 
11 55 - 20,5 
12 
3 
45 - 30,5 
13 55 20 - 
14 15 15 - 
15 55 - 20,5 
16 
4 
15 - 10 
17 55 40 - 
18 15 10 - 
19 55 - 40,5 
20 
5 
15 - 10 
21 55 20 - 
22 25 15 - 
23 55 - 20,5 
24 
6 
25 - 10 
Tableau A1 - Les vingt-quatre montages pour les ressorts de torsion doubles testés 
 
 
 
Résumé : Cette thèse présente les améliorations apportées aux modèles de comportement des 
ressorts de compression coniques et ressorts de torsion simples et doubles, qui sont nécessaires 
au développement des futurs outils de synthèse associés. 
Les méthodes d’optimisation numériques ont déjà prouvé leur efficacité pour les outils de 
synthèse consacrés à la conception optimale des ressorts de compression et de traction 
cylindriques. Le développement de tels outils spécifiques aux ressorts coniques et ressorts de 
torsion simples et doubles – répondant à des besoins industriels – nécessite l’élaboration de 
modèles performants permettant des calculs rapides. 
Premièrement, une expression analytique du comportement non-linéaire du ressort de 
compression conique à pas constant est présentée. 
Puis, trois modèles sont proposés pour le ressort de torsion simple. Le premier détermine 
analytiquement l’angle système initial et une raideur angulaire corrigée en fonction de la flexion 
des branches, afin d’obtenir le comportement linéaire d’un ressort de torsion simple. Le 
deuxième modèle affine le premier en modélisant le corps du ressort par un tube incliné dans 
l’espace. Le troisième modèle détermine la position du ressort déformé sous charge, et permet 
d’obtenir une loi de comportement discrétisée et non-linéaire de celui-ci.  
Pour le ressort de torsion double, plusieurs modèles – linéaires et non-linéaires – sont présentés 
selon le type d’appuis sur la branche commune (pinnule ou plan). 
Tous les modèles proposés ont fait l’objet de confrontations expérimentales. Des règles pratiques 
de conception en ont été déduites. 
Les résultats obtenus permettent de prévoir une intégration à court terme de ces modèles dans 
des outils de synthèse. 
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Abstract: This thesis presents improvements of models for compression conical spring and 
simple and double torsion springs, needed for corresponding synthesis design tools development. 
Numerical optimisation methods prove their efficiency for compression and traction springs 
design tools. The development of such tools for conical and torsion springs needs new models 
for quick calculations. 
First, an analytical expression of constant pitch conical spring non-linear behaviour is presented. 
Second, three models for the simple torsion spring are proposed. The first one determines 
analytically the initial system angle and a corrected angular rate considering the legs bending, to 
obtain a linear behaviour of the simple torsion spring. The second model refines the first one 
modelling the spring body as a tube spatially inclined. The last one evaluates the spring situation 
deformed under load, leading to a discretized non-linear spring behaviour law. 
For the double torsion spring, linear and non-linear models are presented, considering the 
common leg support as a rod or a plan. 
All the proposed models have been confronted with experimental tests, deducing design rules. 
The thesis results should shortly lead to integrate the models into synthesis springs design tools. 
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